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UN MODELO TEORICO PARA LOS ACELEROGRAMAS
DE TEMBLORES FUERTES

Arturo ARIAS®*
Luis PETIT LAURENT®**

RESUMEN

Un andlisis de la respuesta de una capa eldstica horizontal
homogénea de espesor constante soldada a un medio eldsti-
co semi-infinito y sobre la cual incide un tren de ondas
transversales que se propaga segin la vertical, conduce a
proponer un modelo teérico de los acelerogramas de temblo-
res fuertes consistente en filtrar un segmento de rvido blan-
co de duracién finita a través de un oscilador simple en que
el amortiguador y el resorte estan dispuestos en serie.

Se establece a partir de este modelo una expresién para
estructuras lineales que coincide satisfactoriamente con los
espectros standard propuestos por Housner a base de un and-
lisis de espectros de temblores reales.

INTRODUCCION

Varios modelos tedéricos del movimiento del suelo durante temblores fuertes
han sido propuestos por diferentes investigadores. En algunos de estos mode-
los, el movimiento es representado como un ruido blanco!**?*. Otro tipo de mo-
delo se basa sobre la hipdtesis de que el movimiento puede considerarse co-
mo una sucesién de pulsos rectangulares de velocidad o de aceleracidn, dis-
tribuidos de acuerdo con cierta ley probabilistica en cuanto a magnitud, signo
o intervalo de tiempo entre los pulsos*®”®. Finalmente Bogdanoff, Goldberg y

Bernard’ han propuesto un modelo en el cual la aceleracién del suelo es repre-
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sentada como un tren de ondas sinusoidales moduladas en amplitud.

La representacion del movimiento sismico como ruido blanco tiene la venta-
ja de su simplicidad, pero no esta de acuerdo con la observacién experimental.
Se ha podido demostrar®’® que el movimiento del suelo en los temblores reales
estd muy lejos de ser representable como ruido blanco; esta misma conclusién
fluye de los datos publicados sobre espectros de respuesta de osciladores li-
neales. Ademds, desde un punto de vista tedrico, este modelo no es satisfac-
torio, porque implica algunas consecuencias fisicamente absurdas, como ser
que la potencia total es infinita. Sin embargo, varios investigadores han mos-
trado que este modelo explica cualitativamente algunas caracteristicas de los
espectros de respuesta maxima de osciladores lineales.

Las desventajas mas importantes del ruido blanco como modelo del movi-
miento sismico son: a) su inadecuacidn para tener en cuenta el caridcter tran-
sitorio del fenémeno; b) la dificultad que ofrece para incorporar en la descrip-
cidn las caracteristicas diferentes que ofrecen los terremotos ocurridos en dis-
tintas localidades, especialmente en relaciéon con la influencia de las condi-
ciones particulares del suelo.

Se puede obtener un modelo mejor utilizando un ruido blanco de banda limi-
tada y de duracion finita. Pero, aun en tal caso, todavia subsiste en el mode-
lo una buena dosis de arbitrariedad, incluso si la banda de frecuencias elegida
estd relacionada en alguna forma con las propiedades del suelo en el lugar
del temblor. La hipotesis de distribucién uniforme de la potencia dentro de la
banda de frecuencias elegida sigue siendo arbitraria y no estd corroborada
por los hechos que se derivan de la observacion de temblores reales. Este ti-
po de modelo puede, entonces, descartarse desde un comienzo.

Los modelos que representan el movimiento sismico como trenes de pulsos
o como trenes de ondas son equivalentes desde el punto de vista de la teoria,
ya que las series temporales pueden analizarse en cualquiera de estas dos
formas alterpativas. Cudl forma se elija es sélo cuestién de conveniencia. Es-
te tipo de modelo ofrece posibilidades mas promisorias. En primer, lugar per-
mite tratar los temblores como fendmenos transitorios. En segundo lugar, atri-
buyendo al modelo algunas propiedades estadisticas adecuadas, resulta posi-
ble, al menos en principio, construir ‘‘ensembles’’ de temblores artificiales cu-
yos elementos se asemejan a los temblores reales registrados en una locali-
dad determinada. Una eleccién conveniente de estas propiedades nos deberia

permitir la construccion de ‘‘ensembles’’ distintos que calcen con las condicio
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nes propias de diferentes localidades. Finalmente, este tipo de modelo abre
la posibilidad de hacer estudios tedricos bien fundados sobre el comportamien-
to estadistico de las estructuras no-lineales, que por principio no pueden ser
analizadas con la técnica usual del espectro de respuesta de osciladores li-
neales.

El presente trabajo es un intento para establecer un modelo como el recién
descrito, que tenga en cuenta a la vez las condiciones tedricas que todo mo-

delo debe satisfacer, y los hechos conocidosa través del andlisis de registros

de terremotos reales.

1.- Razdn de amortiguamiento para las vibraciones de corte de vna capa elds-

tica horizontal

Consideremos una capa eldstica homogénea de espesor H, limitada por dos

planos horizontales, tales que el superior coincide con la superficie libre y el

inferior esta fijo (Fig. 1).

Fig. 1. Capa eldstica homogénea de espe- Fig. 2. Capa eldstica homogénea de espe-
sor H con borde inferior fijo. sor H soldado sobre medio elasti-
co semi-infinito.

La ecuacion diferencial de las vibraciones de corte que se propagan en la

direccidén vertical es:

d’u _ O*u - du
P 9 =u 9z’ +£azzat (1)

en que
= desplazamiento horizontal de la capa a la cota 2

u
P = densidad
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| = constante eldstica

£ = constante de amortiguamiento
z = coordenada vertical

t = tiempo

Las condiciones de borde son

para z = O u=0
para z = H _r?_u=0
0z

Busquemos una solucidén de la ec. (1) de la forma

u=F()G(2)

Debe cumplirse, entonces, que

dF
pG F de _
d’G b 3F d’F 7’
d z? de? de?

en que 7 es una constante de separacién.

Tomando en cuenta la condiciéon de borde (2), se obtiene

G(z)=A sennz

La funcion F (t) debe satisfacer la ecuacion diferencial

d*F dF
TP_ - +¢& +uF =0
7 de de
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(2)
(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

Llamaremos ¢ al valor de £ que separa las soluciones oscilatorias y las
c

no oscilatorias de la ec. (7). Resulta

£- 2Vl
c 1

La ecuacién (3) da

cos (n H) =0
Por lo tanto, n debe tomar uno de los valores n dados por
R 3% 2 S A G =10,1.2,..)
! 1 2

(8)

(9

(10)

De acuerdo con esto, los valores criticos de £ serdn los siguientes

pp  _ _AHvpp

7; (2j+ ym

2
&), =

(11)
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Entonces, si

(Ec)k“s &< (fc )k (12)

los modos naturales correspondientes a j=0,1,2,...,k serdn oscilatorios, y los
restantes, no-oscilatorios.
Definamos el grado de amortiguamiento o razén de amortiguamiento de la ca-

pa por la relacién:

£ __ut

= (13)
(fc)o 4HVup

2.. Factor de transmisién para una capa horizontal sobre un medio semi-infinito
Para avaluar el factor de transmision, que se define mds abajo oportunamente,
basta considerar vibraciones sinusoidales. El resultado obtenido es de validez
general, independientemente de la naturaleza del movimiento.

Por conveniencia, el eje 0z ha sido orientado hacia abajo, con el origen
en la superficie libre (Fig. 2). El indice 1 se refiere a la capa superior de al-
tura H; el indice 2 corresponde al medio semi-infinito sobre el cual reposa la
capa. Se supone que los dos medios estdn soldados en el plano de contacto.

Las ecuaciones diferenciales de las vibraciones de corte en los medios 1

y 2 son, respectivamente:

9%, " 9%, d*u,
v e N I B (14)
d%u, d%u, d*u,
p =g ——f —I (15)
* o * 9z? ? 9z
La solucién debe satisfacer las siguientes condiciones de borde:
Para z=0 Ju, (16)
dz
du 9%u du d*u
P = 1 1 = 2 .S S
araz = H bt G TR e th e an
= P (18)

Siguiendo a KANAI ' , consideramos un tren de ondas incidentes que se

propaga verticalmente, representado por

a ei(pt+f,z) (19)
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Si u, y u, son los corrimientos en los medios 1 y 2 que resultan de la re-
fleccion en la superficie libre y de la transmisidén y refleccién en el plano z=H,

se puede escribir

w =B ei(pt+f,z)+ . i(fpe~f,z)

C (20)

u‘=aei(Pt+f’Z)+Aei(Pt-i’Z) (21)

Para satisfacer las ecuaciones diferenciales (14) y (15), fy fz deben tener

los valores particulares que se dan a continuacién

2
fz = P P’ f’= &p 22
;= = 2 - (22)
p,+iép ptiép

Las condiciones de borde exigen que se tenga

if, H

B=C= ace ’i fz (23)
cos f,H+ A

m fy

senf, H

. s Y R ..
Definamos un'factor de transmisién’ A por la relacion:

| (w)

A= z=ol (24)

| (uo) zay
De (19), (20) y (23) se sigue que

(w) ;=0

= 2D = 2 (25)
(wo)z=y ae cos f‘H+;-)zef3-senle

Para avaluar el denominador de la Gltima expresién, pongamos

f,H=M;, —iN, (26)

Se tendrda, entonces,

)
H
M = PVe .\/‘/,{1+ oS bo@n

1
p &’ Viel+€lp?

1
e ./
N= ——A A b8
vVei+€rp Vil + €1p
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Ahora bien, la velocidad de propagacién en el medio 1 es
[T}
v =v— (29)
A
y, por lo tanto, el periodo fundamental para la capa estudiada en el parrafo 1)

4H P)
T, , = =4H — (30)
°'

Y1 Ky

sera

y la frecuencia circular correspondiente tendra la expresidn

Po,1 = 5 = 21:, V (1)

To,1 P,

En las ecs. (30) y (31) el indice O se refiere al modo fundamental; el indice 1

representa el medio 1

De la ec. (13) obtenemos

¢ = (32)

de donde

2 2
RSl g (33)

Hy

Utilizando este resultado, las expresiones para M, y N, quedan como sigue

w P N
2
M, = L Vutrs - } (34)

1
4 2
V1+4n} P \[1+4nf

Po, Pos
” ' !
—_ P
N, = —2Por | Jygi- ! } (35)
1 f 2 / 7
1+4n° l: 1+40% Pz
P2, P
03

Admitamos, para simplificar, que el amortiguamiento E’ del medio semi-in-

F L (36)

M1=f:H=Hp\ T‘T= -

finito es nulo. Obtenemos
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N, =0 37

Introduciendo la notacidn

L o= ip,f,
¢+1¢I—cosf‘}~l+—pz—ﬁ——senf!H (38)
se encuentra que .
$? + ¥ = Senh? N, + cos* M, + y? /1 +4n’E— (Senh?N +sen? M,)
P, X
2 2
+ =¥ Poy 1+4n% n ( M,Senh 2 N, ~N,Senh 2 M, ) (39)
m P P,
1
en que
_ A (40)
YT p,v,
La expresion final para el factor de transmision es entonces
A = 2 (41)
/qs: +l/lz
3.. Espectro de potencia para la aceleracién en la superficie libre.
Aceptemos la siguiente hipotesis
| ug|? .+ p? =K = constante (42)

max

Esta suposicion es equivalente a admitir que el espectro de potencia de
las ondas incidentes (para las velocidades) es una constante; es decir que el

tren de ondas incidentes es ‘‘blanco’’.
Esta hipdtesis tiene alguna base empirica en los resultados obtenidos por

KANAI'" et.al., al comparar registros de temblores reales obtenidos para un
mismo temblor con instrumentos situados en la superficie libre y en la roca a

300 metros de profundidad.
Combinando (24) y (42) se obtiene

), _

lZ=o -

PP =AMy P p?=AK (43)

Z=H pax.

Resultado que equivale a afirmar que el espectro de potencia para las ve-

locidades en la superficie libre es proporcional a A? K. Asi, si se tiene

S& (P)Z=H= -:?—- = Constante (44)
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entonces
_A'B _ B
Sa (Plzas =7 = oD (45)
y teniendo en cuenta que °
S; (P) = p* S (p) (46)

el espectro de potencia para las aceleraciones en la superficie libre serd

P
2 xR
= P B Pol 2
S3(P), ., = = Bp (47)

¢: +¢,2 ¢2+'/,z

La expresién P
ol (48)
¢z +¢z

ha sido calculada como funcién de B, para distintos valores de los pardmetros

n, y y. Algunos de los resultados obtenidos se danen Figs. 3 y 4.

)

Fig. 3. Espectro de potencia de las aceleraciones en la superficie libre para n=0,005, y=0,4.

Estos espectros tedricos ofrecen algunas de las caracteristicas cualitati-
vas encontradas en los espectros de potencia de acelerogramas de temblores
reales®. Ademis, satisfacen la condicidn de que Si(p) es de orden p? en el ori-
gen, y, como se demostrard mds adelante, que la potencia total es finita.

El nimero de puntas que aparece en el espectro de potencia tedrico y el nid-
mero de orden de la punta més alta, dependen de los valores de los pardme-

tros n, y ¥. Para valores pequeiios de n, el nimero de puntas es grande; a la
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inversa, para valores de n, relativamente grandes y valores pequeiios de y, los

espectros de potencia tedricos contienen sélo una o dos puntas. Resulta, asi,

posible estimar los valores adecuados de n, y de y, de modo que los espectros

5

P
Poy

)

Espectro Ec. (47)

w.d
L
-
o

~3-1

Fig. 4. Espectro de potencio de las aceleraciones en la superficie libre pare n=0,02, ¥=0,2.

teéricos calcen -al menos cualitativamente- con los espectros de potencia de-
ducidos de acelerogramas de temblores reales obtenidos en cada localidad de-

terminada.
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4.- Envolvente del espectro de potencia para las aceleraciones en la super-
ficie libre

Comparando los resultados del pérrafo anterior con los obtenidos en’, se in-
fiere que para lograr acuerdo con los espectros de potencia de acelerogramas
reales, el parimetro n debe tener valores pequefios comparados con la uni-

dad®. Pongamos, entonces,

<<1 (49)

es decir, admitamos que la constante de amortiguamiento de la capa superior es
una fraccion pequeiia del amortiguamiento critico del modo fundamental de dicha

capa Valen en tal hipétesis las siguientes relaciones aproximadas.

Mlg_”_ 2
2 P

(50)
Np= A (L

Introduciendo estas expresiones en la ec. (39) obtenemos Ia siguiente a-

proximacidn.

¢ +y? = (1+y") sea® [ 2 (;P-)’n ]+ y Senh ["(;P-)’n]
° ° (51)

P

7 7
+cos’(?" -—E,-)+y’s¢:n’(—2 g)-ynﬂsen( —E-)
po Po [ ] [:]

Desde el punto de vista practico, el proyectista de estructuras estd intere-
sado enlos valores mdximos del espectro de aceleraciones. Esto es, al proyec-
tista le interesa conocer la envolvente superior del espectro.

El cdlculo de los valores extremos de ¢ +y? implicaria un trabajo bastan-
te tedioso. Se puede obtener una aproximacion para la ecuacién de la envolven-

te por el siguiente camino: en la ecuacién (51) ponemos

| 4
Po

=2k+1 = entero

® En lo sucesivo omitimos el indice 1 en las expresiones en que aparecen 8., Py,y» CLC.
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en los términos oscilatorios solamente. Entonces

(¢? +?) = {Senh [zl(ir ol +y Cosh [-’2’-(—"-)’n] 2 (52)
env ° PO

Se puede juzgar de la bondad de esta aproximacidn observando las Figs.3
y 4.
Finalmente se llega a la siguiente ecuacién aproximada para la envolvente

superior del espectro de potencia de las aceleraciones

()

{Senh[—”- (i)’n] + Cosh[—'-r(—p)zn] |2
2 p Y 2 p

(] (]

Bp? (53)

[}

Sii P )z

=o0,env

Desarrollando las funciones hiperbélicas que figuran en la ec. (53) en se-
rie de potencias y conservando solamente el primer término en cada desarrollo,

se obtiene la siguiente expresién aproximada

(%)

o

S\i (P)Z=o,env =3 sz (54)

[—;i(i)’n +y 12
P

[

La curva de ec. (54) presenta un miximo para

P _ [y (55)

P, mn
y la ordenada maxima es
Bp2
S, = —_— (56)
u,env,mix 27 y

Como puede observarse en las Figs. 3 y 4, la envolvente de ec. (53) resul-

. . P .
ta bastante satisfactoria para todos los valores de — . En cambio, la envol-

Po
vente de ec. (54) se separa notoriamente de las puntas del espectro de poten-
cia para los valores de 2 mayores que el dado por ec. (55). Sin embargo, el

]
error cometido queda siempre por el lado de la seguridad y, como se vera

mas adelante, afecta sélo al disefio de estructuras de periodo propio pequeiio;
es decir, afecta aquella parte de los espectros de respuesta que estd menos de-
finida a causa de las limitaciones prpias de los instrumentos de registro exis-

tentes en la actualidad.
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5.. Propiedades estadisticas de los pseudo-temblores.
Llamaremos pseudo-temblor a un movimiento tedrico del suvelo que es estacio-
nario en el sentido estadistico del término y cuyo espectro de potencia para las

aceleraciones estd dado por

P Bp? (57)

SH(P) =
{Senh[zl(zp-)’n] +y Cosh[%(??-)’n] 12

enque p , n, yy B son constantes. Es decir, atribuimos a los pseudo-temblo -
res un espectro de potencia que coincide con la envolvente aproximada de ec.
(53) desarrollada en el pirrafo anterior, y ademas, la propiedad de ser procesos
estacionarios.

Demostraremos en seguida que este tipo de proceso posee una funcion de
autocorrelacidn finita y que su espectro de potencia tiene momentos de todos
los 6rdenes si las constantes nyy son positivas.

La funcion de autocorrelacion estd dada por

\p.ﬁ(r) = "L f Sii(p) cos prdp (58)
o
Pongamos
x= 2 Vra (59)
Po
= 27 (60)
l+y
.1 p r
x2e” ¥ cos( o x)
Entonces
4B pt G v
Po il dx  (61)

P (=
ﬂz(l+y)zn\/ﬂn ° (1_“e-xz),

Desarrollando el denominador por el teorema del binomio e integrando término

a término la serie que resulta, se obtiene el resultado siguiente:

B p 3 qk"l -?.;_r.’__ P:f:
o s ¥_e4ﬂnk (1~ o ‘ (62)

w.. (1) =
u 7*(+yyPayan k=t Wk 2 mnk
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Esta expresion es finita para todo valor de r siny y son positivos. Lo mismo
es vilido para las derivadas de cualquier orden de y;; (r) con respecto a r.
La potencia total P, puede avaluarse teniendo en cuenta que

Y(o) = LfmS;,dp (63)
L [+]
Luego,
Py =fwsﬁdp=2f°§adp=2np(o) (64)
- o
0O sea k -2
2B 3 o0 ot
= e z (65)

P.. =
i 7(1+yPavn  ka Vk

Expresion que es finita cuando n y y son ambos positivos

Se puede demostrar que

00 k-1
1/ L5 = /= 1 (66)

ln 2 2 kst Vik = In - 2

Ahora bien

1 l1+y
In—=1In =2y 67)
e: l-y

Vale, entonces, la siguiente relacién aproximada

2 Bp, p
e ¢ Sy Py S S

Vi
u ny2mny f,H'/z

Se llega al mismo resultado si se calcula Pjj a partir de la expresién aproximada

de S"u,env dada en ec. (54).

La relacién (68) muestra que la velocidad de propagacion en la capa supe-
rior tiene una influencia muy marcada sobre la potencia total.

Se pueden alcanzar conclusiones semejantes si partimos del espectro de

potencia para las velocidades, definido por la relacién
S .(p) = ——S_.(p) (69)
u p? i

en que Sii (p) estd dado por (57).

Se puede establecer que
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Py ™
y
B, =-:‘—2£- °>:°-k-n\/r (71)

(l+'y)z k=1

El espectto de potencia y la funcion de autocorrelacién para las velocida-
des resulten finitos si n y y son positivos.

Una vez conocida la funcién de autocorrelacién, las propiedades mds im-
portantes del proceso pnsden establecerse utili;ando resultados conocidos
de la teoria de los procesos estocdsticos. No proseguiremos en este camino,

porque nuestro propésito es justificar un modelo matemdtico de los temblo-

res fuertes.

6.- Un modelo tedrico para generar un ensemble de acelerogramas artificiales
Los pseudo-temblores tratados en el pardgrafo 5) son series temporales esta-
cionarias. Intentaremos en seguida constuir un ‘“‘ensemble’ de series tempo-
rales no-estacionarias que satisfaga la siguiente condicién: si la duracidn de
un elemento cualquiera del ‘‘ensemble’’ tieade a infinito, las propiedades es-
tadisticas del ‘‘ensemble’’ deben tender a las correspondientes propiedades
encontradas para los pseudo-temblores. En particular el espectro de potencia
y la funcién de autocorrelacién, calculados como valores medios sobre el ‘‘en-
semble’’ deben tender a las expresiones obtenidas en el pardgrafo antes men-
cionado.

Estas condiciones pueden cumplirse calculando la aceleracion en la su-
perficie de la capa superior para un tren de ondas incidentes obtenido cortan-
do un ruido blanco de modo que el tren incidente comience para t = o y ter-
mine para t = T. Si T = —= o0, ¢l espectro de potencia y la funcion de correla-
cidén tienden obviamente a las expresiones ya encontradas, dentro de las aproxi-
maciones que hemos adoptado.

Este modelo es demasiado complicado para los propésitos de la prictica,
porque implica la resolucion de ecuaciones a derivadas parciales con condicio-
nes de borde que dependen del tiempo.

Nos vemos conducidos, asi, a proponer una simplificacién radical que permi-

ta construir una teoria con la cual las aplicaciones practicas resulten faciles
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de abordar. Reemplazaremos la capa superior por un oscilador o filtro formado
por una masa ligada al medio semi-infinito mediante un resorte y un amortigua-
dor dispuestos en serie, y aceptaremos que no hay retro-alimentacién (feed-
back) entre el oscilador y su base.

Sean m, k, ¢ la masa, la constante eldstica y el coeficiente de amortigua-
miento del oscilador, respectivamente. Sean x el desplazamiento absoluto de la
masa, y el desplazamiento absoluto del punto de unién entre el resorte y el a-
mortiguador, z el desplazamiento absoluto de la base (Ver Fig. 5). Las ecuacio-

nes diferenciales del movimiento son

»

mx=-c(x-%)

(72)
c(x-2)-k(z-y)=o0
Fig. 5. Oscilodor simple que representa o la estrato superior
del suelo.
Eliminando z y z se obtiene
mcx+km¥X+kck=kecy (73)
El discriminante de la ec. caracteristica es
A=m?k*-4m kc? (74)

Luego, el valor critico del amortiguamiento es

¢ = -2!,- Vmk’ (75)

C
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Introduzcamos Ja siguiente notacidn

1= X
8 m
h =-€ = _2c = _2c (76)
g Ce Vmk mlé
xX=v

La ec. (73) se reduce a

+ ) ' ' (717)

2%
hg 1

® e

La funcion de transferencia de este filtro es

& (ip) = 1 (78)
, 5
("IL)Z-G- hL + 1
it g 'z

La respuesta percusional del filtro estara dada por

i(
Vgl -T(—‘t -~
k(t)=~—e 8 senwxt , para hg > 1
’.
w? TRt
k(t)= ——e 8 Senh B¢ ,para h >1 > (79)
B g
-Vgt
k(t) = p'te , para h = 1
-
en que
uz=_p2=vz [l-——l_ (80)
8 hz !
e .-

Si suponemos que el espectro de potencia para la velocidad de la base es

constante, es decir, si

S)-, (p) = A = constante (81)

el espectro de potencia para x (t) serd
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A (82)
Sx (P)=A|¢(p)|®= ; PRy
a- pa »? + zp -
vg hg vg
y el espectro de potencia para X (t),
A 2
Sz (p) = - P o (83)
( 1- p 2 )z+ 2p 2
Vg hy” vg

La solucién de la ecuacidn diferencial (77) es

v
(vgﬂ . --i(t'e)
— [y @)e 8 sen « (t-6)d 6 ,patah8>1
v,
7L -—g—(t-ﬁ)
v(:)=sn(:)=4—-; [y e 8 SenhB(t-0)dA , para hy <1 (84)

-V -
8 (0 g , para h = 1

2 t.
v? 50 (c-0)e
\ -00
Si y (t) es un ruido blanco de duracién infinita, obtenemos, en los tres ca-
s0s, procesos estacionarios cuyos espectros de potencia para las velocidades

y aceleraciones estdn dados por (82) y (83), respectivamente. Si y (t) es un seg -

mento tomado de un ruido blanco, comenzando en el instante t = o y terminando

en el instante t = T, de modo que y (t) sea nulo fuera del intervalo (0,T), en-

tonces las ecuaciones (84) representan procesos no estacionarios cuyas propie-
dades tenderdn a las de los procesos estacionarios recién mencionados cuando
T -+ oo. En particular, cuando T » o, los espectros de potencia de velocidades

y aceleraciones tenderdn a los de ecs. (82) y (83).

En el caso particular hg = 1, las ecuaciones (82)y (83) toman formas mds

simples.
S* (P)=—_/}— (hg:l)
P ;
(l+ng ) (82)
Ap?
Sg (P) = (hg = 1) (83
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Si comparamos (83)'con (54), vemos que estos dos espectros de potencia

coinciden si se cumplen las siguientes relaciones:

A-2
Yy
(85)
2y
2 _ 2
Vg o Po

Obsérvese que yg es el valor de la frecuencia p deducido en ec. (55) para
el cual la envolvente de ec. (54) presenta un maximo.

Se ve entonces que si representamos la capa superior del suelo por un os-
cilador lineal simple en que el resorte y el amortiguador estin en serie y elegi-
mos el amortiguamiento igﬁal al critico, obtenemos al filtrar un ruido blanco a
través de este oscilador, una respuesta del oscilador cuyo espectro de potencia
coincide con la aproximacion deducida en el paragrafo 4) para la envolvente su-
perior del espectro de potencia del movimiento de la superficie libre de una
capa eldstica horizontal, soldada sobre un medio eldstico semi-infinito, y soli-
citada por un tren de ondas incidentes que constituya un ruido blanco.

Proponemos, entonces, como modelo matemdtico del movimiento del suelo

en un temblor fuerte la solucién de la ecvacion diferencial:

xz 2 L= (86)
s 2

con las siguientes condiciones iniciales

x(0)=o0, x(0) =0, X(0)=o (87)
siendo y (t) un segmento de ruido blanco que comienza en el instante t = oy
termina en el instante T.

La solucién de (86) con estas condiciones de borde es

' . -V (c-0)
x (t) = ng f 7(0)(-6)e dé (88)
(]
y la ecuacién del acelerograma sera
¢ -1 (¢-0)
‘i(t)=vg’ {, y(0)e il-lé (t-61d @ (89)

El espectro de potencia del proceso definido en (88) estd dado por (82) y
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el de (89) por (83)'.

El modelo propuesto es suficientemente simple para que sea fdcilmente u-
tilizable por computadoras electrénicas sin demasiado trabajo. Se han hecho
algunas pruebas y los acelerogramas artificiales obtenidos se asemejan a los
a los temblores reales. Este punto lo estamos explorando con mayor detencidén
para ver si los resultados son aceptables o si debiera introducirse alguna mo-
dificacionen el modelo propuesto.

BOGDANOFF, GOLDBERG y BERNARD’ han propuesto un modelo en el
cual el acelerograma es representado por una suma de ondas sinusoidales mo-

duladas. Especificamente, el modelo propuesto por esos autores es el siguien-

te:
X(v) = 'io (v) + 'x'l (v) + 3('2(:) + e
en que
n -uit
3 taje cos (wjt+¢j) t>o
%, (1) = '
0,t <0
ok -Bjle-ry) (k) (k)
y %(t-rk)lie J cos [wj (t-r )+ qSi 1, 127, >0
.)Ek(t)
k>1 0, e

Este modelo tiene algin parecido al propuesto aqui. Para mostrar las seme-
jansas bastaria descomponer ¥ (t) en una suma de ondas sinusoidales.

JENNINGS'! ha propuesto un modelo similar al introducido en el presente
trabajo, en el cual un segmento de ruido blanco es filtrado a través de un osci-
lador con resorte y amortiguador en paralelo. Cuando la duracién de la sefial de
entrada (input) tiende a infinito, la respuesta del oscilador tiende a un proceso
estacionario cuyo espectro de potencia es el propuesto por KANAI'?; la poten-

cia total tiende, entonces, a infinito.

7.- Espectros de respuesta de mdxima aceleracién para el disefo de estructuras
lineales.

Sea S la ordenada del espectr le respuesta de mdxima aceleracidn para
a
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una estructura lineal de un grado de libertad fundada sobre la capa superior de
suelo. Sea Sy | = la ordenada de la envolvente superior del espectro de poten-
cia para las aceleraciones del suelo, en la superficie libre de dicha capa. Ad-

mitimos la siguiente hipStesis’': S, es proporcional a la raiz cuadrada de Si env

S =CV Sgenv (90)

en que C es una constante

Entonces de la ec. (53) obtenemos para S, la aproximacidn:

5. = CvBe on

seah[Z (22) 14y CoshlZ( 22y
Z p Zp,

o bien, usando la aproximacién de ec. (54)

CVBp,

Sa = P (92)
=—(—)a+y
2 P,
Ahora
= 27 (93)
P, © T,
en que T4 es el periodo propio de la estructura; pongamos, ademis,
2n
Py = T (94)
o
Entonces, sustituyendo en (92):
2zCyB
Sas — \T/-: (95)
T, [—n -—-;9-+y]
2 T
Introduzcamos la notacidén
an 6
Tg = ‘/ 2}; TO (96)

se obtiene:
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T,
s 7CVB 2 Tg
a® 7T Ts (97)
Yig 1+A(T;)z

Al mismo resultado se llega partiendo de (83)" y ocupando las relaciones

(85), (90) y
(98)

La ecuacién (97) representa, entonces, el espectro de respuesta de maxima
aceleracién para una estructura lineal. En la Fig. 6 se ha representado este es-

pectro en forma adimensional.

Sa
wC\VB
YTg
2 ——
N\
/ 1\
/ 1\
/o N\
/N
/o N
/ : AN
/ ' N hipérbolo
| |- N ~
77 >
/ : \\\\\
/ | Ec. (97) ‘S‘“‘~-.~\....

|
|
i T
: Ty
i -
— Y T !

0 1 2 3 4

Fig. 6. Espectro de respuesta de aceleraciones de un oscilador lineal.

La ordenada mdxima del espectro de respuesta ocufre para

_ 9
Théx., = Tg (99)
y vale CyvB
(S a2)mix. = _"CVB (100)

YTg

Ocupando la segunda de las ecs. (85) y los resultados de ecs (13), (31) se
puede expresar el valor del periodo para el cual ocurre el maximo en funcién de

las propiedades de la capa superior y del medio semi-infinito, como sigue
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n\/zué;m

Tméx, = (101)
#y

Se observa que los parimetros que influyen sobre la posicién del punto de
ordenada maxima son, en orden de importancia: la constante eldstica g, de la
capa superior; el espesor H y la constante de amortiguamiento £, de dicha capa;
la constante eldstica p, y la densidad p, del medio semi-infinito.

La ordenada mdxima del espectro, expresada en funcién de las propiedades

de la capa superior y del medio semi-infinito, estd dada por

My % %
o ) max. = C+yB. (—ﬁa—) (p, 1) (102)

De nuevo puede observarse que influyen mds los pardmetros relativos a la capa

superior que los del medio semi-infinito.

La ‘‘constante’’ C depende del grado de amortiguamiento h, de la estruc-
tura y de la duracién del temblor comparada con el periodo propio de la estruc-
tura. Este efecto ha sido analizado por varios investigadores '-***’, Un and-

lisis de espectros de respuesta correspondiente a temblores reales'® ha con-

ducido a la siguiente férmula empirica propuesta por primera vez por KANAI':

(Syhs hs)0,4 (103)

(S,)h hs 7

vdlida para grados de amortiguamiento mayores que 0,02, en que hg y h; son los
grados de amortiguamiento de dos estructuras. Para valores de hgy menores que
0,02, la duracién del temblor tiene un efecto muy marcado y debe tenerse en
cuenta. La ec. (103) compara los espectros de respuesta de un mismo temblor,
en un mismo lugar, para dos estructuras lineales de diferente grado de amorti-
guam iento.

La constante B representa la densidad de potencia de las ondas incidentes;
estard, entonces, relacionada con la sismicidad del lugar en que ocurre el tem-
blor.

El resto de la expresién (102) se separa en dos factores que son

( “I )l/l

(p#)‘/‘ y
2 2 zl.lflpl

El primero tiene que ver sélo con las propiedades del medio semi-infinito sobre
el cual reposa la capa superior, El segundo representa la influencia de la capa

superior.
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Tomando en cuenta la discusion anterior, la ecuacion del espectro de ace-

leracion de mdxima respuesta se puede escribir en la forma

TS
he 04 2T
S, = K, (—=) _82_ (104)
s 1+ Ts
2
Tg

En la Fig. 7 se ha hecho una comparacion entre este espectro tedrico y los
espectros medios de HOUSNER. Para la comparacién se han fijado los siguien-

tes valores para las constantes

ies
Ky =5 ———

seg.
Tg = 0,3 seg.
h’ =0,10

’

Las curvas de linea llena que se prolongan hacia la izquierda por lineas d

trazos corresponden a los espectros propuestos por HOUSNER.

9 P ® Puntos calculados de Ec. (97)
/
84 /
/
74 ,
% 4
* 64 I 7
= ,I/ Espectros standard de Housner
s |35 II'/,‘
« If / /,4’
TRr 4 g
P
11 s
Il/ /
3 ,’, /
i
24y
7
144
'
/
0 T T T T
0 0,5 1,0 15 2,0
P ——
T, seg

Fig. 7. Comparacion de los espectros de Ec. (97) con los espectros standard de Housner.

Los puntos marcados con circulos negros han sido calculados de la ecua-

cién (104).
Se puede apreciar que el acuerdo es bastante satisfactorio.
Supongamos una estructura de un grado de libertad representable por un os-
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cilador lineal en que el resorte y el amortiguador estdn dispuestos en paralelo.

Sean p; la frecuencia circular del oscilador no amortiguado y T, el periodo co-

rrespondiente. El espectro de potencis de las aceleraciones del oscilador serd

Sz (p) =Sz(p) | (ip)|? (105)

en que S'ﬁ (p) es el espectro de potencia de las aceleraciones del suelo y

a P v
l+4h|(p') (106)

| & (ip)|* =
(1 -(—';:)’]’+4h: (-5':-)’

siendo hy el grado de amortiguamiento de la estructura

Para obtener la envolvente de Sg (p) debemos sustituir Sy(p) en ec. (105)
por la expresién de Sg(p), .y de ec. (53) y determinar el midximo de Ia funcién
de p asi obtenida. Resultari asi una funcién de p. h y de los pardmetros que a-

parecen en la expresién de Sﬂ(P)en Hechas las operaciones descritas se llega

a que, salvo para valores grandes de ps, el midximo ocurre para p=ps; de manera

que con la mencionada salvedad.

Si(Psenv = S (Ps ) | & (ipy )| (107)
siendo
1+ 4h?
| ¢ Gips)|* = —--—‘—“, (108)
s

Si aceptamos que el espectro de respuesta para las aceleraciones del oscilador
es proporcional a la raiz cuadrada del respectivo espectro de potencia tendremos

la ec. (90) en que ahora C es un factor de proporcionalidad que, entre otras co-

sas, depende de he.
El raciocinio anterior justifica la omisién de [p(ip)| en la expresisn (90)

del espectro de respuesta para las aceleraciones.

8.- Espectros de respuesta de estructuras lineales fundadas en diferentes tipos

de svelo.
Definiremos la intensidad I de un temblor por la relacién

I= [ S,dp (109)
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en que S, es el espectro de respuesta de velocidades de un oscilador simple.
Entonces I serd funcién del amortiguamiento hg del oscilador.
Introduciendo la expresién del espectro de respuesta de velocidades

C
Sy (ps) = vE (110)
F (PS vPOrnry)

en que

m p’ m pi
F(pg,Pg.n,Y) = Senh (— P: )+ yCosh(— —-:—) (111)
2 P, 2 P,

seobtienedespués de algunas operaciones sencillas

Cp 2B o« K
I= 2 ) (112)

L+y T k=0 Ik+1

en que « tiene el significado definido en ec. (60)

De aqui resultan las siguientes expresiones de los espectros de respuesta

S, (p) =1 v/ ';y ) ! (113

Py F (pg, Py» My ¥)

S, (ps) = 1 \/32"— f(y) 2 1 (114)

P, Flpgp,:my)

en las cuales se ha puesto

f(y) = 1+y _ (115)
\/ 2_"‘__
Y ° V2k+l

El maximo del espectro de aceleraciones ocurre aproximadame nte para

2y
Ps =V 5o Po (55°)

y vale aproximadamente

S 1
a,max 2\/;

u

f(y) (116)
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La funcién f(y) expresa la influencia delsuelo de fundacién sobre el valor mé-
ximo de la ordenada del espectro de respuesta de aceleraciones, para una inten-
sidad de temblor fija. Hemos tabulado la funcién f(y) para valores de la variable
comprend idos entre 0 y 1. Se ha agregado una columna en la cual se ha tabulado

la expresién 1 + / y. Se ve que puede ponerse, sin gran error,

f(y)=1+\y (117)
y| £O) 1+Vy
0 |1 1

1 (1,23 1,238
18

1 | 1,34 1,333
9

1 | 1,43 1,447
5

1 | 1,55 1,577
3

2 [ 1,80 1,817
3

1 |2 2

Valotes de f(y)y de 1 + \/}—/‘pnl Y comprendido entre 0 y 1.

En la practica y oscila entre valores relativamente estrechos; desde_.l_, pa-

ra suelos blandos, a 1 para los suelos duros, de manera que a igual intensidad,

la ordenada mixima del espectro de respuesta de aceleraciones en suelo blando
es aproximadamente igual a 0,8 veces de la mdxima para suelo duro.
Ocupando la aproximacién introducida en ec. (54) y aprovechando la relacién

(96) se puede escribir el espectro de velocidades en la forma

T T?
s, (L) =122 _& 2 (118)
2 2
vV 27 Ty + Ty
y el de aceleraciones
1+ 2T T
S, (T ) =1 vy - £ (119)

2yn T + T;
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En la Fig. 8 se han dibujado dos espectros de respuesta de aceleraciones:

uno para un suelo ‘‘duro’’, con y = 5 T8 = 0,3 seg, y otro para un suelo

1
Py =
blando’cony = T y lg 1 seg.

‘
Sa
1
0,5 1
04 4
o, Tg = Tseg
Y A N Tri70 8
| 031
b
0,2+
I= 1, Tg = 0.3 309
3
0,1 4
—— v v .
0,5 1 1.5 2 25
T‘, seg

Fig. 8. Espectros de respuesto de aceleraciones para estructuras lineales funda-

das sobre dos suelos diferentes, expresados como fraccidén de la intensidadl.

Finalmente comparando las expresiones (102), (104) y (116) y haciendo uso
de la relacidén (117) se pueden expresar las intensidades I e I’ en dos suelos
distintos para un mismo temblor, es decir, para un mismo valor de la constante
B, que segin (44) es proporcional a la ordenada del espectro de potencia en el
medio semi-infinito situado bajo la estrata de suelo superficial. Se obtiene des-

pués de algunas transfamaciones la siguiente relacién

r _ﬂf_(i)‘/z(__“f’_'yﬁ_)‘/, (120)

I Wy Y Hpy ¢
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CONCLUSIONES

1) El andlisis de la respuesta de una capa homogénea de suelo de espesor
constante, soldada sobre un medio semi-infinito en el cual se propaga un tren
de ondas de corte puro conduce a establecer ecuaciones para los espectros de
potencia de velocidades y aceleraciones en la superficie. Bajo la hipotesis de
que el tren de ondas incidente es un ruido blanco (espectro de potencia de las
velocidades constantes), los espectros de potencia en la superficie libre ob-
tenidos de este andlisis tedrico ofrecen semejanzas cualitativas y cuantitati-
vas notables con los espectros de potencia de temblores reales.

2) Es posible obtener expresiones sencillas para los envolventes de los es-
pectros de potencia en la superficie libre. Estas expresiones sencillas coinci-
den con los espectros de potencia que resultan de filtrar un ruido blanco (es-
pectro de potencia de velocidades constante) a través de un oscilador simple
en que el resorte y el amortiguador estén dispuestos en paralelo. Es decir, se
puede aproximar el comportamiento de la capa superficial por el de un sélido
de Maxwell.

3) La conclusién anterior conduce a postular un modelo matemdtico del ace-
lerograma consistente en el resultado de filtrar un ruido blanco de duracién
finita a través de un sélido de Maxwell. El modelo en cuestién ofrece simili-
tudes notables con el propuesto por Bogdanoff, Goldberg y Bernard, que resul-
taria asi justificadoen parte sobre bases fisicas.

4) La introduccién del modelo matematico del acelerograma abre la posibili-
dad de realizar estudios estadisticos sobre el compoartamiento de estructuras,
lineales o no, sometidas a temblor, porque se dispone de un ‘‘ensemble’’ de
procesos no estacionarios que plausiblemente posee caracteristicas semejan-
tes a las de los temblores reales.

5) A partir de los espectros de potencia obtenidos al estudiar la respuesta de
una capa de suelo soldada sobre un medio semi-infinito es posible obtener
ecuaciones para los espectros de respuesta de estructuras lineales. Los es-
pectros de respuesta de aceleraciones a que se llega coinciden bastante bien
con los espectros medios propuestos por Housner y que han sido deducidos
por este autor un promedio de espectros de temblores reales. Este acuerdo es
una comprobacion satisfactoria de la teoria desarrollada en el presente trabajo.
6) Se introduce una definicién de intensidad del temblor que permite expresar
los espectros de respuesta en funcién de la intensidad y de pardmetros carac-
teristicos del suelo, y comparar las intensidades que han de esperarse en dos

sue los distintos para un mismo temblor.
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7) Las férmulas establecidas para los espectros de potencia y de respuesta
contienen pardmetros relacionados con las caracteristicas del suelo. Queda,
entonces, echada la base tedrica para establecer correlaciones racionales en-
tre los espectros y las propiedades del suelo y se abre la posibilidad de pre-
ver los espectros sobre la base de experiencias en que se determinen dichas
propiedades (mediciones de aceleraciones debidas a microtrepidaciones -mi-
crotremors-, exploracién sismica, sondajes, determinaciones de mecdnica y

dindmica de suelos).

NOTACION

A,B,C, : constantes
a : constante; como indice se refiere a aceleracidn

coeficiente de amortiguamiento de oscilador simple; como

]

*‘critico’”’

indide significa
: como indice se refiere al suelo

espesor de capa de suelo superficial

o Lo

: grado de amortiguamiento de oscilador

-
..

unidad imaginaria

! numero entero

: constante

: nimero entero, constante eldstica de oscilador simple

: masa de oscilador simple

: grado de amortiguamiento del modo fundamental del suelo
: potencia total

: frecuencia circular

w TUos 8 x R o

S3( ), S () : densidad espectral de potencia

S, : ordenada de espectro de respuesta de aceleraciones
S_ : ordenada de espectro de respuesta de velocidades

como indice, se refiere a la estructura

- w <

periodo

tiempo

-
..

corrimiento horizontal

(5]

velocidad, velocidad de propagaciéon de ondas de corte puro

<

: abscisa, variable auxiliar

[ R ]

: velocidad

aceleracion

»®

: derivada de la aceleracion

abscisa

<

coordenada vertical, abscisa

N



MODELO TEORICO PARA ACELEROGRAMAS 59

pardmetro relacionado con relacion de impedancias y (ec. 60)

pardmetros (ec. 80)

relacién de impedancias

constante de separacidn (ec, 5)

factor de transmisién (ec. 24)

constante elastica del suelo

frecuencia circular

coeficiente de amortiguamiento del suelo
densidad
variable temporal

funcién de transferencia

€ 6 +* o ™M e R >y w W R

func ién de autocorrelacion

e

como indice, se refiere al modo fundamental

[~
..

1 : como indice, se refiere a la capa de suelo superior
2 : como indice, se refiere al medio semi-infinito situado bajo

la capa de suelo superior
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A THEORETICAL MODEL OF STRONG-MOTION ACCELEROGRAMS

SUMMARY:
A study of the response of an horizontal homogeneous elastic layer of uniform

depth welded to a semi-infinite elastic medium, subjected to a train of shear
waves that propagates vertically, is taken as basis of a theoretical model of
strongemotion earthquakes. This model consists in filtering a segment of white
noise through a linear oscillator with spring and dashpot in series.

Power spectra for accelerations and velocities of these theoretical motions
are given, Starting from these power spectra, a simple formula for maximum ac-
celeration response spectra of one-degree-of-freedom linear structures can be
obtained. These response spectra agree satisfactorily with the average respon-
se spectra obtained by HOUSNER from a study of real earthquakes.

A new definition of earthquake intensity is given. On the basis of this de-

finition, response spectra of simple linear structures with different soil con-

ditions can be compared.





