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Teoria de la Elasticidad

POR

ALBERTO OBRECHT

La teoria de la elasticidad trata de determinar las rela-
ciones que existen entre las deformaciones de los cuerpos i
las fuerzas quelas enjendran.

Desde luego 1a deformacion de un cuerpo cualquiera no es
arbitraria si se admite que los cambios de lugar de las mo-
léculas son -funciones continuas de sus coordenadas. Se de-
mostrara en efecto, mas adelante, que la variacion de las
distancias entre las moléculas depende, en cada punto del
cuerpo; de seis cantidades determinadas llamadas factores de
deformdcion.

Por otra parte, las fuerzas que producen la deformacion
enjendran ciertas acciones entre las moléculas i se demos-
trara tambien que todas estas acciones dependen, en cada
punto del cuerpo, de seis fuerzas.determinadas, llamadas

_presiones directrices.



558 MEMORIAS CIENTIFICAS 1 LITERARIAS

El problema consiste, por consiguiente, en establecer las
relaciones que ligan los factores de deformacion a las pre-
siones directrices.

CAPITULO T

DEFORMACION INFINITAMENTE PEQUEﬂA. DE UN CUERPO

Una deformacion cualquiera de un cuerpo es una sucesion
de deformaciones infinitamente pequefias; se trata de estu-
diar una de éstas.

Sean, en la primera posmon del cuerpo, A 1 B dos molécu-
las, infinitamente proximas una de otra, r su distancia; z, y, 2
las coordenadas de 4 respecto de un sistema de tres ejes rec-
tangulares 1 §, 1, £ las proyecciones de r sobre los tres ejes.

En la segunda posicion del cuerpo, 4 i B se trasladan en
A’, B’. Sean u, ¢, w las proyecciones de AA’ sobre los ejeS'
utdu, v |du, wtdulas de BB’;r’ la dlstanmaA B 157, ¢
las proyecciones de r’.

La abcisa de B’ puede espresarse de dos maneras distin-
tas ise deduce asila relacion

xtug=x+i+u+du
Luego
{=E+du-
Ahora du es el incremento, o la diferencial, de 1a funcion

u cuando z, y, z tienen los incrementos &, 1, ’.’. Se tiene, por
consiguiente,

du +.aiu +du
dz’ ' dy | dz
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Luego tambien -~ '« . o

En esta ecuacion, i las otras dos analogas, relativas a los
otros dos ejes, £, 7, { somlas coordenadas de B respecto de un
sistema de ejes, paralelos a los primeros, i de orijen 4; &
7, & los de B’ respecto de otro sutema paralelo, do ori-
jen A’.

‘Las moléculas repartidas sobre una superficie infinitamen-
te pequeiia S, al rededor de A, se trasladan sobre otra su-
perficie S” al rededor de 4, ila ecuacion de S, respecto de
A’, se deduce de la de S, respecto de A, si se sustituyen g,
7, 3 por sus valores en funcion de &, ¢, .

Como las ecuaciones-de sustitucion son lineales i hGITlOJe-
neas, las ecuaciones de .S 1 8" son del mismo grado; ademas
si la ecuacion de § es 1a suma de términos, de grados deter-
minados, la ecuacion de § es tambien la suma de términos
de grados respectivamente iguales.

Se deduce que las moléculas repartidas sobre un elemento
plano, al rededor de A, se trasladan, despues de la deforma:
cion, sobre otro elemento plano al rededor de A’ i quelas mo-
léculas repartidas sobre un elipsoide de centro 4, se trasla-
dan sobre otro elipsoide de centro A’. S

FACTORES DE DEFORMACION

e

Sean a, B, v los cosenos directores de AB, se puede es-
cribir

c “du | du odwy K
13 =r(a+ad_x+§@'}y ETZ) RN o
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Las cantidades u, ¢, w, son, por hipotesis, infinitamente
pequeiias, sus derivados parciales son, por lo tanto, infinita-
mente pequenios del mismo érden; luego, si se desprecian los
infinitamente pequefios de 6rden superior al primero, se
tiene

U 1 du du
gi=r (20 Fo d——+2a.d -}—2ar—'>

Las férmulas son analogas respecto de los otros dos ejes
1 la suma delos primeros miembros es igual es r’2 ; se pone
para simplificar,

du dv dw
ix=% Ttay =
dv . dw , du_ g
S —g’ TATZ=b
(M =% & d
dw =~ du  dv b’
dz =% dy+dz

1se obtiene

Pr=r? 1142 (a 0tk @ Brta” g2 4 b B4 Tath a B) }

Luego

7',=r (1_}_0 a2 H a: 32-_'_a” .(2 +b B T+b’ .{a+b::a$’)

Se ve que la variacion de las distancias, entre Jas molécu-
las proximas de A, depende de seis cantidades. Ellas se lla-
man factores de deformacfon i sus valores estan definidos por
las relaciones (1). '
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CASO PARTICULAR

Si los seis factores de deformacion son nulos, Jos cambios
de lugar de los moléculas satisfacen a las seis ecuaciones di-

ferer'lciales.
- du dv dw
(75:0 Ei_i_?y_o
dv dw  Ju
dW—O' @_1 dv
dz dy+dm_=

Las tres primeras ecuaciones demuestran que u, ¢, @ Son
respectivamente independiente de z, y, z. Ahora, en la suma

d_l div
dz ' dy

el primer término es funcion de z, z,1 el otro de %, y; como
la suma debe ser idénticamente nula, los dos términos no
pueden depender sino de la variable zilas dos fungciones de-
ben ser igualesi de signos contrarios, lo mismo shcede con
las otras dos sumas i se tiene asi

dv dw ' - duw
=@ =) g =vG@)
dw ) du . dv

o= 1" =) =—v)

Por otra parte los funglones arbitrarios f, 9, W, deben ave-
riguar los relaciones

f4y'=0
. o +f=0
- Wte =0
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fq,\/,_o o

Segun esto los tres funcnones JA \//, son constante sean
N, M,L,sus valoresi 4, B C otras tres constantes arb1tra-
rias. Se ol)llene

: u=ANLy~Mz
; 0=B—}-]|Iz—./\’x
w=C+4Nz—Ly

.
A 3

Los prxmeros tormmos de los segundos miembros corres-
ponden a una traslacion de todas las moléculasilos dos -
timos a una rotacion de todas ellas al rededor de un mismo
gje. En resimen, el conjunto de las moléculas se mueve en-
tonces como un sélido invariable. Se averigua asi que las dis-
tancias respectivas de los pﬂntos permanecen constantes. No
ha1 deformaclon T

Vot Y B i, o - ,
VARIACIONES DE LOS FACTO:RES DE DEFORMACION' CUANDO
SE CAMBIA -DE LA ORIENTACION DE LOS EJES DE COORDE-

NADAS.

Ve . L
Si se cambia la orientacion de los ejes de coordenadas, los
cosenos directares «, 3 v,'de 4 B, toman otros valores o p’
4" 1 las relaciones que espresan los primeros en funcion de los
otros §on lmeales 1.homojéneas, porlo tanto la sustitucion, en
la espresion ‘de 7 ‘de a, B, 1, por sus valores en- funcion de los
nuevos cosenos da una espresion de la misma forma en o’
+'.Se deduce de esta ultlma‘]os nuevos valores delos-factores
de deformacion. s

Sea, por ejemplo, un cambio de orientacion debido a una
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rotacion infinitamente pequeila ¢ de los ejes alrededor de OX
Se tiene, en este caso,

a=a’'
2=
“,:‘{1_!_‘3:6

Al sustituir estos valores en la espresion de 7" se puede
prescindir de los acentos i se obtiene asi

r’#r‘{ 1+4a o2’ (p2—2 Bre)+a” (7;4-2 Pye) .
+b (By4eB2—e?)+b" (ay+a3s)+0" (2B —zay)}

Dé aqui se deduce, para la variacion de los factores de
deformacion, o '

Sa=0 8b =2¢(a”—0a’)
(2) : 8a'=+¢b &b’ =—eb”’
da"’ =—¢eb 807 =-el’

DILATACION CUBICA

Se observa que la suma ad-a’4-¢” no cambia por efecto
de la rotacion . Ella no cambia tampoco cuando se consi-
deran otras rotaciones alrededor de 0Y, 0Z,luego su valor no
cambia por efecto de una rotacion elemental, alrededor de
un eje cualquiera. Se'deduce que su valor es independiente
dela orientacion de los ejes de coordenadas.

Si la superficie S es una esfera de centro A i de radio 7, la
superficie S’ es un elipsoide i se puede elejir la orientacion de
los ejes de coordenadas, de manera que ellos coincidan con
las direcciones principales del elipsoide §°’. En esta hip6-
tesis, los semi-ejes tienen los valores

r (14a), r (1+a’), r 1+a”)
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Luego su volumen es

f o (thatata”)

Se deduce que a+a’+a” representa la dilatacion del vo-
lumen dela esfera S. Esta suma se llama dilatacion cibica en
“el punto A. '

CAPITULO 11

DE LAS PRESIONES

Sea M la posicion de una molécula cualquiera, en un cuer-
po deformado. Se considera un plano cualquiera gue pasa
por M ilas acciones, sobre M, de todas las moléculas situa-
das a un mismo lado del plano. Sea f la resultante de estas
acciones; se admite que la fuerza f varia de una manera
continua cuando se consideran, en el mismo plano, otras
moléculas infinitamente préximas de M.

Aceptada esta hipotesis, el sistema de las fuerzas f que
corresponden a las moléculas, repartidas sobre un ele-
mento plano dw, son equivalentes a un solo vector. Este se
designa por pdw 1 se dice que p es la presion, en 4, sobre el
elemento do.

El sentido de f respecto del plano indica si las moléculas
estdn sometidas a una presion o a una tension; sin embargo,
los dos casos se estudian conjuntamente i se consideran sim-
plemente las tensiones como pi‘esiones negativas.

Ahora la presion, en M, depende, en jeneral, de la orien-
tacion del elemento do. Sea A nrla normal a este elemento;
se representa la presion por p,. _

Poc otra parte la presion p, puede tener una direceion
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cualquiera respecto del plano de dw; para deﬁmr esta dlrec-
cion se dan las tres proyecciones de p, sobrelos ejes de coor-
denadas; estas proyecciones se deSJgnan por

])(1X k) plly b pl\Z

Si se consideran, en particular, las presiones sobre tres ele-.
mentos, respectivamente perpendiculares a los ejes de coor-
denadas, se obtienen las nueve proyecciones.

Pxx  Pxy Px.
' pyx pyy Pyz
Pax sz P:z

Estas nueve cantidadesse reducen a seis distintas, porque
el orden de los indices es indiferente. ..

- Para demostrarlo se considera un volimen elemental li-
mitado por seis planos, respectivamente paralelos a los de
coordenadas. Las fuerzas que obran sobre este elemento corm-
prenden las presiones sobre las-seis carasilas fuerzas, anés
logas a la pesantez, que obran sobre todas las moléculas.
Como el elemento de volumen est4 en reposo, la suma de los
momentos de todas las fuerzas respecto de un eje cualquiera,

es igual a cero.

Se considera un eje de momentos, paralelo a 0Z,1 que
pasa por el centro del volumen. Las presiones sobre las ca-
ras dan los momentos '

Pxy Ay dz dz

——pyx' dz dz dy

Por otra parte el momento resultante de las fuerzas ana-
logas a la pesantez es nulo; se obtiene, por consiguiente;
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: (pxy_p)‘x) dxdydz=0
O sea .
Dsy=DPryx
Se demostraria de la misma manera que los otros fndices
pueden invertirse.

- PRESIONES DIRECTRICES

Se considera, en el interior del cuerpo deformado, un ele-
mento de volimen limitado por un tetraedro; tres de las ca-
‘rasson respectivamente paralelas alos planos de coordena-
das 1la cuarta es normal a una recta de cosenos directores
o, B, 1.

Sea-dw el area de esta ultima cara; las 4reas de las otras
tres son o do, B do, y do. '

La suma de las proyecciones, sobre un eje cualquiera, de
las fuerzas que obran sobre el tetraedro es igual a cero. Entre
estas fuerzas, las presiones sobre las caras son infinitamente
pequefias de segundo érden ilas fuerzas anilogas a la pesan-
tez son del 6rden del volimen del tetraedro, es decir, de ter-
cer 6rden. En consecuencia la proyeccion de las fuerzas so-
bre OX da la ecuacion.

— Pux d.(o—i-pxx adm-+p P;dm—i—dem =0
A

ad

Las ecuaciones relativas alas otras dos ejes son analogas
i se deduce de ellos.

P -°‘P +Bp+1p

ix ¥x (2

@) : P =OpA PP D

vy 2y

REALARA

nz
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Estas ecuaciones demuestran que la presion, sobre un ele-
mento plano, de direccion crialgniera, depende, en cada
punto del cuerpo, de seis presiones determinadas; estas se
llaman presiones direcirices.
Las mismas ecuaciones permiten demostrar que la presion,
al rededor de un punto, es constante, cuando ella es stemple
normal al elemento. En electo se tiene enténces

0. pn =2 pxx
Brn =8 Pyy
1 pn =1 pzz

Estos deben tener lugar para todos ios valores de q, g, 1;
luego es necesario que se tenga

pn = Pxx - pyy—: D

Se deduce que p, es constante.

Sea pan la proyeceion de p, sobre una direccion n’ defi-
nida porlos cosenos directores 2,’2t’; se deduce de (3).

(4) Do ="7'7"pxx igB’pyy +‘{T,pzz+(BY+f37’)pyz
+ (19’4 00 )PoxH(BX' +Ba)pyy

- Como el segundo miembro es simétrico respecto de =, B, v
i o, B’ ¥, se tiene la relacion jeneral.
pnn' = pn'n

Cuvando los direcciones n, n° coinciden, se obtiene la pro-
yeccion p,, de la presion sobre la normal al elemento; su va-
lor es, segun (4),

(5) [)lluzazp‘xx—l—ﬁz[))')l +YZPZZ + p2ypyz +2Yg-pzx ’I—27'53pxy
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VARIACION DE LAS PRESIQNES DIRECTRICES CUANDO SE CAMBIA
LA DIRECCION DE LUS EJES DE COORDENADAS

Las formulas (4) i (5) permiten resolver el problema.

Se supon’dré, ¢omo mas arriba, que los nuevos ejes de
coordenadas resultan de una rotacion infinitamente pequeita
"¢ de los primeros al rededor de OX. En esta hipotesis, los

cosenos directores de los nuevos ejes, respecto de los prime-
108, son

a. 3 . Y.
ox’ 1 0 0
oYy’ 0 1 g
oz 0 . — 1

Se d'educe entdnces de (4)1i (5)

Pxx =Pxx . Pyz =[7yz“i‘€(pzz'—pyy )
p)”)"zpy)’ +2€pyZ‘ Pzx =pz.\'_apxy
Por =Pr—2ePy, Pxy =DPxy 18Px

En consecuencia, las variaciones de las presiones direc-
trices son

SPxx =0 3py=2e(Pa—Pyy )
(6) . 8pyy =2epy, Op="—8Pxy '

szz=_25pyz 5pxy=_l_5pxz
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CAPITULO IIT

RELACIONES ENTRE LOS FACTORES DE DEFORMAGION
I LAS PRESIONES DIRECTRICES

Las presiones directrices, en cada punto de un cuerpo de
formado, deben ser funciones de los coeficientes de defor-
macion, en este punto, i ellas deben anularse cuando la de-
formacion es nula, es decir cuando los seis factores de
deformacion son nulos.

Ahora, la ecuacion que espresa una presion directriz cual-
quiera puede desarrollarse en serie; en esta serie el termino
independiente de los factores de defermacion es nulo i los
términos de grado mayor que el primero deben despreciarse-
Se obtiene asi, para la presion p.,, por e]emplo una espre-
sion de la forma

(7) Pxx =Aa,{—A’a’—f—A“(L“—FBb—{-B’b’—{—B”b”

Las cantidades A, 4°, A,””B, B;’ B,” dependen, en jeneral,
delas coordenadas del punto con51derado Se deduce que las
sels presiones directrices son funciones lineales de los facto-
. res de deformacion i que estas funciones contienen 36 coefi-
cientes incognitas, cuyos valores pueden variar de un punto
a otro del cuerpo deformado. .

El problema se simplifica cuando se consideran los cuerpos
Namados isdtropos. Por definicion, las moléculas de un cuerpo
isétropo, en el estado natural, estan distribuidas simétrica-
mente al rededor de cada punto i la simetria se refiere-a un
eje de diveccion cualquiera.

Se deduce lojicamente que las 36 cantidades incognitas
que figuran en las espresiones de las seis presiones directri-
ces conservan los mismos valores en todos los puntos del
cuerpo i no varian tampoco cuando se cambia de una manera
cualquiera la orientacion de los ejes de coordenadas.
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~ Istas propiedades permiten reducir a doslos 36 coelicien-
tes de las relaciones analogas a (7).

Para demostrarlo se supone que los ejes de coordenadas
jiran de un angulo infinitamente pequefio s, al rededor de
0X; se ha demostrado—formulas (6)—que la presion p
queda la misma; luego el sSegnndo miembro de (7) debe tam-
bien quedar' lo mismo, cualquiera que sea el valor de i
cualesquiera que sean los valores de los factores de defor-
macion. C ' ’

Ahora las [ormulas (2) dan los cambios de los factores de
deformacion debidos a la rotacion ¢; si se toman en cuenta
esas formulas se deduce . '

0=: b (A'—A")42 : (a”—a’) B—eb”’ B +cb’B”

Como esta relacion debe quedar satisfecha, cualesquiera
que sean los valores dez, a, a’,a” b, b', b se debe tener

A—A"=B=B=B"=0

R4

La ecuacion (7) se reduce enténces a la siguiente
Pxx = da +.A' (q’ +a”)
O bien
P =A’(a+a' +a”) + (A—A')a

El primer paréntesis representa la dilatacion cubica; sea
sea ) su valor. Sea tambien ’

A=)

A—A =2
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: Se-han adoptado los signos-ménos para’ que, siendo A1
dos cantidades positivas, una:dilatacion ‘del-¢uerpo cores-
ponda a tensiones, o sea a presiones negativas, se tiene por
consiguiente .

Pux=—r0—2pa ) ,

Si se permutan los.ejes de coordenadas, las presiones i los
factores de deformacion se permutan, pero la dilatacion cabi-
ca Q ilos coeficientes ), p. quedan invariables; en consecuencia
se tlene tambien- : - : :

Dyy =_')‘Q"—2P*a’
P =— NQ—2pa)

Se considera ahora la segunda ecuacion (6)
L Ap = e,
se deduce, del valor de p,.i de l'a‘fségunda:'e’cuacion'(2).
Spyy = —2pdad =—2pneh
Luego, al igualar los dos valores de & p,,

2¢epy, = —2pch
O sea
Py=—pb
Se deduce, por permutacion,

Pax = —‘l-‘ b,‘

Psy =2 — ¢ b



572 MEMORIAS CIENTIFSICA I LITERARIAS

Finalmente, si se reemplazan los seis factores de deforma-
cion por sus valores (1) se obtlene

du dev dw

xx=‘_') —2 z = U | — -
P Q—2p, P P(dz+dy)
dv dw du
(8) 1 Pw _‘_’Q_z‘r’d-y Doy =— ((ﬁ—}.d—_z)
dw du dv)

Z=—) ——-2 xy — , — _—
P Q i P v (dy+ z)

du dv
0= dy+ J—*‘E

Estas son las relaciones jenerales entre las presiones direc-
trices i las deformacionas de los cuerpos is6tropos.
Es oportuno observar que los coeficlentes ), p. tienen las
dimensiones de una presion.

(Continuard)



