 RRhhdbpRpddhdddtdi

'LOS METODOS DE INTEGRACION .
FAR'L.OIS WARG.NYv

( Continuacion)

8. [xm(MoX+CX3+1)a’x? =ar/(Mex 2 +1 ¥ cxs+2u+1)dx

2 Mo pn¥2 g S S s+ante
aw(2n+2 x=n ;+ s+2n0+ 2 X sTEn } _
. (Perry, 16)

9. [x(a+x) (b—x) dx=fx [ab—(a—b) x—x"]
=abx — —;— (a'—'b) xﬂ——-:_l-;- x*

10. /- (axm_{_b)alxﬂ_i_bl)dX:/x (a’.alxm+n+a1bxn+ .

ablxm 4 b bl)
g alxm+n+1 alb xn+1 a b'xm+1 ._
—_ i i
mn+1 ey T A e AL

1L [ X4-b) (e X*-p X-+-q) = —11—2x [g‘avc'x'sq—«; (ap-Fbe)x*

4 6(aqibp) x+12bq]

TOMO CXXIV 1
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1

12. [(x*x+axx 4+ bbx)= =+ 5 ax+bix

l\D)—l

(Mac Laurin, IT, 599)
- En la notacion anterior, debida a Newton, 5{_=d b

49. Desarrollo de una potencia.—Para mtegrar la potenma _
de un polinomio,:tal como

(Po Xm-py X ~ifp, XM=t L. Hpals.

se desarrolla conforme a las reglas del AlJebla ien segulda
se integra cada uno de sus termlnos

L fx(atbx)%=fx(@'+2abx|b2x?)

= fx8* 4 [x 22 b x4 fx brx?
=X 4 abx® Y b®x?,

2 faxr— b)‘— ?1~ azx’ —.% aby—{—— b*x-'

(Timmermans, 247)

-_ 2)4 = Yo — 3 — Q2 i '3‘7
fx(l ax?)t =x 3ax+5ax 7ax

4. f (1 +Xx)*dx. Desarrollemos por el binomio de Newton-:._, -

| o a@—1) ., nm—1)@— |
Afx)=1+ —r=x + RO gy 2P0 4
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n{n—1)....(n—3) x5 4

+ py

o XM

Reemplazamos e integramos cada término:

[ (fxr=x 4 ey 20D o REDOD) L,

xn+1 _ -

n(n—1).. .(ri—3)
5!

+ Xt

11+1

5. /[x(a"+x")m. Se puede proceder asi:

e 14 (2T

m[l-I— M D) x“+ +(_x_)m“l

1! an 2N g2n a
.. 'n Ym — y i+ 1
fx(an +3x1) apm[x+ 1'a“(n+1) X

T o @ns 1)

T—_l——— xmn+1.|.
7 amn (mn+ 1Y. '

6. f (a+bx+¢x%)? = a’x+abx® 4 %-_-(2ae+b2),x‘,
1 1,
-_— Xt —_— 2
+ 5 Ab:x‘ -‘{-'5 e*x*,
N ZBdésut, i, 253)
1. j(a+bx+cx‘ )“d*{ .

- =a"fdx
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+ ;1! alj—lj(b-x-+cx2+.,.)

RM—1) e
+ (—2!)—'.an—2f (bx-tex?+.... )"

n (1) (1—2)
- 3!

 + /(b_'x'+_cx’2-F .._.)3

. [X? (a—x)%dx

=/ @x—3aixd+3axT—x")dx .

1 .
T g8xs— i'a2x4+ ..3.'- axs — %;—Xe S

R AT b
. /(a+bx?)s(a=—bx®)tdx. .

=—atx— -ai‘b-x“;-'-'—'-!’-%-—_a'-_fbx-&‘-}- % a’b?xs—a’b’x*

SRR N 2b3+a3b2)x1 — 2 arbixs - athext

11

—-51)— é,b‘x”'—l—-é—-ab*x“—]- bsx13,

a (x—b)* . a (.
]_0 f (n gy = -n—f(x—b)?’ X—4dx N
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a 1 3b . 3bT B .y
=T(Lx+' X  9x: T3x%e )

(Pauly, 163)

11. fi(axnybymxr

am xmn+r+1
mn4r 41

m am—1b
1! ° n(m—1)4r+l

+ xn(m—1)Fr+1

E(m__l) ' ém—2b2 X n{m—2)+r+1
2! " n(m-2)4r41

50. Simplificaciones.—Las fracciones; antes de integrarlas,
- deben ser reducidas a su ‘mis Simple espresiol; parailo cual
se descomponen en factores sus dos términos.

. / .x2—1 = (X+1) (X'—'l) =/(X+1)=;—X2+X

x—1 x x—1
1+x° — [ : 2 -- .__1_ 2 _1_ -3
2. x‘—l-+—X——./.x(1—'X+X )—-X g X -l-.3 X

3. / X 3"” "ﬁ'/x(x—l)(x+2) / (X+2)

X——

;

—-f_%-x2+2x
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. aL_a& . 1
4. —-—'-—=f (X*+a%)=— x*+a’x
e =g
X'B
5. / —— —/(x +x°+x3+x+1)
X
1 : 1 1
= ——Xx°* X* ¢ —X* ==~ X* + X.
T N 5
.\_6“ /‘ x®+as _/‘ (x4 —a?x? 4 a¢)
’ x X2+a2 Sy ﬁ
1 a’?
_ =—5—x5,+ -—x'~’+a*x

T 6x2—8ax _/2x(3x—4a

x 9ax—12a? 4a(3x—4a) 3a/X;—_ 3a *

K 20(x3—a.") /4(x—a)

i ,__.i (5x2+23x)+a(3x +r)a')

v X4A4+x34xP+x+1 1
v S _/_x _ x5—1 _./x x—1 —Lv(x‘—l)

.b1. Descomponer por division,—Para integrar una fraccior
cuyo numerador es de un grado supenor o 1gual al del de-
nominador, se efectlia la d1v1s10n ’

AL

) =x+2L (x—1)
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~1

o x
atbx “x

N

/;

A

b

a Vo
b(bx+a)/ D _f— —'L(a+bx) |

(Peacock, 269)

Il

x X—]

x241

=1}

_%X2+X+L(X—1)

*—x+2L(x+1)

L

)__ 1
= 7x

X X+1

f "‘;:f““’

o>

x?—2x+45H

. ] —2x

=]

X24-Xx—2. .

-1

=fxu(x-—1+YZ—f—-T

1

-J =2t )

<[ty

-1

3 b}

Xy + -—1- x2;x + L
(De Comberousse, IV, 684) .

x—2

T+ 2x=3

- =x+L (=+3)s.

X3.

a2
+ Bb?

b’(_lsa;-k.‘?) J -

a,xﬂ" ‘afx

Py ' |
o~ Lxta)
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9. fx 1—x *'g‘x. +?X + X~—~L(1 }\) L

(Bertrand, II, 131)

3

o, o E L Eoa,
= xra+bx? x'{b b? b"(bx‘-’-{—-a)]

X3 _‘ ax a®
=35 'T-!--B; -_ arc tg "/_x

| [ x*=1 1 . 1 ' 1.,
- f:"“= FEH TR b X

- 19 ,f sen’x— §énX— CoSX

sonx—1 = - cosx—{-L(senX—'I).
x - :

a—X X

L oax+1 -__'.azx—l—an—{—Xa,g}.{—l 7 2 : 1 .
13. fx . ‘ _/x_(a,f—ax a— )

XX ( 1 2 .
Ta 3 ¥% L

| e s oy )
14' /yy*a_-‘ n -+-_ —t _+ o y

+ %- L (y—a). (Mac Laurin, I, 629)

[

o [ BRI @3
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x> - 3x?
3a2 2a

—3aLx+ 2 +sx
(R. Potts, V, 17)

52. Descomposicion de las fracciones.—La fraccion

F (X) _a xm b xm—1-} .. + P
f(x) f(x)

se descompone en las fracciones mas sencillas

F (x) Xxm

Te T TP f(x>+ + T

p01 s1mple d1v1s1on 0 segun los métodos que a continuacion
se indican.

X

2 /x ;H:l =,/x( xﬂil * x‘zl-{;l )=%L(X2+1)

+ arc tg x
(Axel Karnack 190)

3. ax acx acx+ab—ab
) xb—|—cz{- c(b—|—cx) Jyoe(bfex) o

- f ( e(ba—fcx))_ % x———— L (b+c x)

1. I a—|—x —I( -I—x)—aLx—l——x

(R H Smlth 61)
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_ (1+x2)? (_1_ o e
4, fx-——————-—x .—f__x ~ 12X +% )=1Lx

2 3. 1 T4
+4'5 b. G 4l

o

— x2)e .. ' R .
L AEEE s+ L oxd. (Williamson, 14)
L X 4

o

, _(y-a‘)"°‘__ _

Y

ym ‘ry(yfl— m_—3gy2—m4 332 yl—m - 33 y—m)

y4—m 3ay3—m 3a? y2—m ‘.a.‘:’. yl—m -

T 4—m 3—-m 2 m “1-m

(Pérry,_ 28.,\1_).: -

- a—bx T
1. _/x AT L _aL (e+x)—bx+cL(c+x)

(Véase ejerciéio 3)

»

. l—X - s .. . | ’ 1 ‘ : . -
jw—arttgx-——‘z—L(l+x)

X
9. / —l—l_xT . Fsta integral se considera como. funda-
5 1—

mental. La descomponemos como seindica: < -

1y dxo Ly (L) (—L -
1 7 X3 _'_‘(1'2 7 x) 55
= T
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10.
11,

“12.

1

_ 14.

1 .
—2— (1+X) +

L
7 (

—X)

1(1 Lo

1+x) (1—xX) =9

I S
) xl—Xz—'Z

/4

T+x ' 1T—x

_1_.+ 1 )
1+x 1—x -

1 1 _
= 5 L1+ - -2—:L (1—x)

=L

Lo dxo. 1
. aZ —Db2x? T 2a

EE
1--X

| -|/1—x
/XX?—l =t 1+x
/., a*—x* a

—

LVa
a—Xx

b tarbn)

(a+DbxX) +(a —b x)

W)

=4L .]/a“'5+-c“ + —zé'arc tg '-f— (Hoﬁel, I, 213)

@FBi) (x—aktbi

[_A=Bi__
xX—aFbi

x-

(x—a)?+b*

)

- 1,]/2tbx (De Comberousse,:685)
ab a—bx ,

ax_ + b
X2 +c? X2 +c?



12 MEMORIAS. CIENTIFICAS T LITERARIAS

= (A BIL [(x—8)* +b*] + Bai) arc tg 22

| (Moigno, I1, 17)

5 dx  f 1/ 1 “x42 -
=1 T 33T =+x+1)

ey

. l+mx 1 b.
16. /x a+bx? _l/x am+bx2 +m/x a+bx®

= alcto V_X+ L(a+bx) '

(Roberts, 13)
' ax’+bx+4+c ‘ax2‘ bx e
1T fx PX+q —f‘(( px+q * px+-q + px+ q_]

La integral se obtlene efectuando la d1v1s1on, las otras dos
son:conocidas:

rx* 9 q’ ]
r=a — ==X+ —5 L((px+ :
) [ zp p* P i q)
=b [-i X — %‘L (‘px+q)]+ % L(px+q).

D

‘ . , Ab Ab
CAx4B 2%t o tB— 5o
x X '

a+bx+ex® ~a+bx+ex?
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_A [ _2exsb /o Ab\S 1
_ 2¢)  a+tbx+ex? '\ ~2c¢ ;)  at+bx+cex’

o ¢ ‘ ¢
=—A—-L(a,+bx+cx2)+ - f:*b : __f___ar_ gex4d
. - 2¢ Jy4ac—b® 1/4ac b?

2c
(Todhuanter, 14)

19. ax+b . [/ a ._.2gx+p—pm.+.b. 1 .
« X24+px+q  J \ 2 x*4pX+q X?4+pxX+q

=(b_ _a2p )/;x2+px+q / xzi};—;p—l-q ‘

: ap 2 2x-+p
L= b— ez = ar rt tg ——m—————
: ( : )1/4q-— 2 v 1/_4_qu 2

+ 5~ L (x+px-+q). : (Gregory, 251)

[ 3x-6x4+1 [ o 1—12x
20- f X —9x47 f( BEEOX 4 ﬁi‘ﬁ)

=x3:-|—3 22—6 L (x*—2 x—|—.2)—|—1 1 arec tg (x—1).

L '(sTinimer'maqs, 2h9) -

, Ax+B _ o
21. X -+ B dx _”.Agreguemf)it‘z‘-.—:a_m—_:vo.al nume;
rador:. ' '
Ax4+B- X+ a—-a . ‘ B

[ R = o M DR
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.2 (X-—'a) ) a B+Aa ,

— A . -
-T2 xE—a)*+B* " (X—a)t+ B

e y=_'21_' A L[ (x—a)? +B2 ] "-i-'——', are tg

~ (Briot, II,503)

 X+1 / / 1
22 *
F=—). 7= ") 7

=_1/1—x2 +arcsenx

o Ed¥Y .1 [ -
> / NN T2l
: (X?+p X+ Q)% '

(MOI gno, II 15)

2X+p

dx

3
(x* + PX+q)Y

P/ _dx.
N 3
(x*+ px+q)7

BRI > pX42q |
S KFPR F.9) 7 T —_—
R i =Ry

(Brahy, :24) o

. 2 .
' 24 /:-.-.'ex*‘»; —(5%1-;; d x. La fraccion se descompone asi:

635 VY o3 y oy o ) oy A

"_.- X—1 . 2
nX+1 (x—) ¥
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x-1 2
x+1  (x—1)*

'y_fex (x?"”:l ;d.-X+d x+1 )

=I (’X_l dex +exd 21 )
x+1 x+1 )

=S (udv"'du)=fd(uv) e

. \(Grégory.,\'.253:).%i...,i._....
..=Le'x'.( .1d-::x +d1-§1-x) .I: |
A

| 261 J 1/1+2X—17(1—x)3 f ex/[‘.1,+(1.+x),(1_:-1.x)ﬂ,.,];,

TR I—X)A=X" ), .
_—_f(dme&i_.;_ 1+x +ex] 1+x 1/1__,_';
=\ ; Vi)
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97 dx _ 1+Lx-Lx 1+Lx dx

—-L(\'Lx) —Lx=L (L x).
o (Perry, 284)

l—xsen « , -
28 -— d'x. Hacemos 1= sen2a.+ cos?a:
1—2xsen a+x* i :

_ [_cos’a—sSen a (X—sen aj_
y—f ' 1 2 X sen‘a--x? ~dx

X—S8en a L o - -
= CO0Sa. arc tg ——————senal }/1--2xsenx+Xx* -

COS a
(Brahy, 12)
53. Fracciones parciales;—'—Sor.l-. ‘las qu&-‘reshltanf’-'(-’ié laj‘des-:'

composicion de una fraccion comun en otras fracciones, cuya
suma es igual a la primera.

1. / 1—1x2 dx Integral importante iconocida.

Para descomponerla en otras dos; descomponemos el de-
nominador en sus factores:

1—x*= <1+x3"'kii#>; :

en segulda nos. valemos de las mdetermmadas A B de modow;; ‘
que verifiquen’ la igualdad: TR R

I+x)(1—x). “1+x . 1—x " =
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hacemos desaparecer los denominadores, i se_obtiene:

=A (1-3;)4--8 (1-4-x). g ¢y

Como,x és una variable, podemos suponer-x=11i resulta -

B “=:._ -127-; i si suponemos X " 1, _1'esulta, A=-;12—'1uego,

12

N

 Método - de los vcoé/.iciépt“es indeterminados.==T.a -ecuacion.
(1) se escribe asi: _ : -

1 =-(A+r-'B)¢+.GB——A)X;__- e
o bien,
C XS0 XY= (A B)Eo (B—A)KT
"En Aijeﬁlé ‘sﬁper‘l'or se demuestra que esta relacion es

cxerta cuando son iguales los coeficientes de las mismas po- ‘

tencias de x:
TOMO CXX1V
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A4B=1 [
) A=
2

e[

s
B A=0

. 1 (B
2. fxﬂ_j dx = /'(x+1 )dX L X+1

p SR | o A = B > o1 a'+1
e [ ) S

o bien se reduce a la forma elemental:

&n
—~
[+
a
”
]
—t
&
<]
<!
<o

,6' f(x~a) (x—h) d):=f\ x—a T b

1 . 1 [, X—a
b-a 1 YT a—b ' T¥-b

(Williamson, IT, 8) .

-1

a+2bx+cx?® z%-}-a c—b?
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Si a c—b* es positivo,

cx-+b

y .
Vac—b? ’

T Yac—or 0%

i si es negativo:

2yb*—ac.  cx+b +=,1/b2‘—39

o / X I9x390 - Descompongamos el trinomio en sus

factorés: .
X+IX+20=(x +4) (x+D); -
 luego, 4 T ‘
Lo A A
Fx+20 T X+ d T Tn
A=A (X+5)+B (x+4)
Sea

. / dx _ L.x+4
) X2+9_X+20 - X+5H

‘ . ax—b A B
9. n — = - +
X%—c? "X +c X—cC
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. Sea

o

10.

Sea

Sea

. aX—b=A (x—c)+bh (x+ec) -

X=¢ . . a'c—-b=2Bc".'. B——;i(z-:kf)‘ 3
: g 2¢ v 7

ac~b |

o ae—b=—2%Ke A=
2¢

ax—b ., ac+b’ ac—b

X2—c? 2 2¢

dx= < L(x+c)+ ' L(x—-c). -

(Timmermans,:261) -

+

3x*—15%X+8 3|32

4x—1 1 A By
- x-3 ) )

A% —1=Adx—8)+B (x--2). )

x =3 12+1=B .. B=13:

e, - : 13

4 x—1 dx=L 1x—3) 3 -

3x*—1 5.x-|_-l_:8 (x—-2)3
© 7 (Sonmiet, 207)
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(2—4x)dx 2dx 2dx
/ xX?—x—2 —j 2—x _/x+1

LR L. (x*—x—2)*

(Francoeur; 360)

ax+1 1A B ] L
S Y L [ x—2 T =2l

. 4X+1=A (x—2)+B=Ax-2A+B .
A=, 3—2;.;A.F_li LoB=9

1

—i ._____._

: mx+n e
18. - .. Sean @ai-B:las:raices reales i diferen-
ax’+bx +ec . : ) ‘

tes del trinomio: e

mx+n . A B - .
(X—a) (X—B) ~ X—a X—f

L.omxEns A(X—B)+B (x—a).
Sea _
x=a,‘qu_eda:}_m g+n;A‘(af,3) L v

. _ ma-n
AT T8
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Sea S U
x=B,yque'(.15.: m ,3+n= B(,B—a)

mB+n

L B= S

__ ma+n. Y m,8+n e
B =

(Pauly, 160)
A S R e L I

14. )‘(2_'_2 axr3 o ‘Agxfegue'mOS 2 a—2 a=0; la frac-

cion se descomponeasi:™ -

2x+2a .. 42 a+3
x*+2ax+3a* x>+2a'x+3a’

-“Bl'trinomio.se descompone en "

La integral es,

L (x® y 28 +3 | xta
L(x —|—2ax+3a) 1/_ arc tg T

(Brahy, 9)

bx3+1

15. promc T Eigctua;y)os la _d1v_1~s‘1on"1 se obtiene el

" =enociente:
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3Hx=2.9

5 +15+-—_;—£_T_'5

Descompongamos la nueva fraccion:

35x—29= A (x— 2)+B (x—1). oo

y= / (5_.){:-;{-.1 b =t x ~5 )dX
wdy z+15;x 6T LI L)
| (Todhunter, I, 31)

1 A, B ., _C_
;Xf"‘—:-x?z'—x-ﬁ-l?f_ x-1 T (x-1® T x$+1°

i ;
PRI

1= A (x*=1)4B (x+D+Cfx-1)r.
| I

sea x=1, B. (141)=1 .. B=—

.seax=—1,C(—1—-1)=1
- Diferenciemos ahora:
: 0=2Ax+B+2 C.(X'.‘.El)”f Sren de T

seax=1..0=2A4B=2 A4 —21- A=..71: o
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(Grégory, 262 -

e
x*—1  x*4x+1 + x—]1

. X . A x+B
o A

- X = (A40) xi+ (B4+C — A) x+C—B:

A4+C=0; B+0—A=1,0—B=0

= _dv—,-;-[L(k—-l) L Y5l

T+ 1/3_arc( Z\_H )] .

Py ancoeur, 361)

18 du  x—3 . . X—3
©odx x4 (x—{—l)(}.”—q—{—x)
Sea : C
X—3 _ ___A__ . M:;—}—N
S x’—x—{—l
 xB A(\-—x+1)+(\ +1) (M Ny
Sea

TR IR R

X == —1, se obtiene A = — T,;valor que.sustituimos arriba:

x=3=— = (X PR MIXHN)
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M x4£N = —4"2 5

-/.§:§___if_+ /4’\5
. X1 3 .“{1-1 3 ), x*=-x+41

Lia primera integral es:.— -i;- L (x41); i la segunda se

trasforma asi:

4x—5 [ 4x (5
A 8 S 3

f(. 1N 87 = . 9gx1
_QL[(X—T‘)-{-.T]—-_2]/3ar<;tb 5
-~ (Hall, 228)
9 _2x+¥8 5 1 1 1 8 1
x*+x:—2x 3 x—1. 6 x+2 2 x
x—1) 3
y=1 g )
x 2 (x42) &
du @ x*—Tx+1

20. = . Hacéemos sucesivamen-
dx = x*-6x*+11x+6 _

te x==1, 2, 3'i el denominador se reduce cada vez a cero-
* luego, la fraccion se descompone asi: :

A B o ..
x—2 + x—3 "’
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X*—1T x+41=A (x—2) (x—3)4-B (x—1) (x--3)
+ C (x—1) (x—2)

Sea x=1, 2, 3; se obtiene sucesivamente:
‘ 11 -
A= "52‘ B=9C=- =5

u=1L .____(,‘:.%E__ .
VE—1) x—3)""

21 ) / —3 X+D,.

d'x. Los factores del den.oml;nad’oi' .
X3+ x*— 4x—14 ) . o :

son X--1, x—2, x--2; i las fracciones parciales:

A _I__ B l‘.r_.c_ ~

WX x—2 ' x+2
2—:3-X+.f:)=A_ x* + B|x? -+ Cx*
+ 2 | —2

- Ignalemos los coeficientes-de las potencias iguales de x:

A+B+C —1 | 11 .1
=3 §—1
‘ _— _ o5 2 —2|
~4A49B-20=5 | 0 3—1
2 | —4797 29
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g L oo 15
B=C=—pr

= —3L(s<+1)+ --L(x—z)+ == ® 1, (x+9)

: ,._\

(Pauly, 168)

o 3X—2x41
22. x*42x°-5x*—-bx =

SOX242x41=A | x3

A +2x? 1 +x2 +4x? 1 —x2

"A+B+C+D =0 [... A=—
2A+B+4C—D =3 | . B=1 !

— 5A-6B+30-2D==2|"  C=

I
LS |

—6 A = b e D 1

—
o

L gt g
. y=-6-Lx+ Lx+1)+ —I-O—L_(x——2) —- —1;)— LE+3)

:;5: I
D &I

i)

v—+m:"37r?‘

(Timmermans, 262)
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1 _ AEx-1)  BEx-1)
XE+X4+2X34+2x%+Xx+1 © (X2+1)° x?+1

x+1 +—1—mct_,3u-'lL. x+l
Vx2+1

(G‘rrégory, 263)

eSS
(-]

+

p—

1D

5
2 4

_-_-'-Z-dx T dax 2ax
I~ (x+1) X+1

3 _ 1 o
y=2Lx — ooy - g LO D+ gy

1 IJ(X"' 1).

°x*+1 A . . B G i i

B FooGrar T =9 T 9y "_ x+2)°

LD . E
T o

S Exal=A "— X (x +3)*
+B (X+2) (X+ 3)e
+C (v + 3)2
+D (x'. 2)«,(“ 5 f )

. o E. (}(—2)3 ,
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Sea
1 . c . DY 3 9
X =2, se obtiene: 8+ 1=C(2+3)2.. C= g
Sea : ‘ : '
= —3, se obtiene: +18+1=E 5:*-E;__£_ -
X=—3, se obtiene: +18+1=E. -5~ E= 195

Para encontrar los ‘demas coeficientes, diferenciamos los
* dos miembros: : '

4x=A [2(x—2) (x+3)* 2 (x- 2 (x+3)]
) +'1'3:' [(x +i3)2%2‘:(xf 2) (X'-I.- 3)'] |
- :."_-‘;F o 2 S5 .
. 4D 3 (x—;2)'¥"(3; +3)+ (x —2)3](
% B“;{?)_(X -2)* .
~ Sea, ahora, -

90

X=2: 8==2D_B+10E=25.B+‘ 55"
22
-B.= 155

‘Bea

X=—38: —12=D(~5)"+E.3.25=—125 E—-f’ﬁl
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Diferenciemos de nuevo, conservando sélo los términos
que no se anulan para x=2:

UmA 2 (43 B2 ( F D2 (1) 402
Sea :
- ,':‘—3.:; ‘. o ‘i:, k B

x=2: 4=5OA+20B+ZC‘..'7.-'A = — ——6-23-

YT w2 C BE—2)r B E—2)p

8 19

P FxT 9, B E+9)°

o ('Hor_nersha'm»Cox, 55)

x3 —x2+§—1 - A B . C.
+ +
x—1

2 (x—1)%(x+2)® (z\+1) (x—1)% " (x—1)2

N . D ., B + F
(x+2)° X+ 2. x+ 1

e

P I8 .
Ay i e

X3- X byl AX+2)2(x+1)
¢ B EREeD)
+ C(x—1)}x+2)%x+1)
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C 4 E D) (4 )

+ F (x—~1)}x+2)*

Sea
X= —1, se obtiene F = —5~ i para X= — 2, resulta D = 5

Diferenciando, se determinan los demas coeficientes

: ; o q 7 . . L :
27T,y = f-@:_-';-)— Aqui (1—’—t2)2=.[('1+t)’(1———t)]2

D

| B A - B ']
_.t)z

. . c .
T—eF T 1 Tt (=L +a

L 1=A (I— (OB 4=y

+C (1— 14D (148

~Sea

Cex=1, DA =1 /1. D=£2
Sea -

. | 2 1

x=—1, C{1+1)%=1 ~"'*C=T

Para encontrar los demas coeficientes, diferenciamos:

O=A (1—t)? —2 A (1+1) 1—t)=B (L +t)?

N
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+ 2B (1—t) (14-t)—2 C (1 —t)4+2 D (1 +t).

x=1; —B(442D(141)=0 .. B ‘—1-

x=—1, A(I41)—2C(1+1)=0 A=

=7 ./[H-t (lit) O—it)‘] ‘

—4—~[L(1+t)—L(1—t) 1—_1-}

l—,-e-t. ‘ l-l‘—t‘_

-9
1[L1+t' 2t

TT| I TS
- 28, y= —i-_%r (Elﬂél’, I, 40)
dx A B CfDx ,  E4Fx

T= " T x "1t T+x5x T T=xF=

Hagamos desaparecer los denominadores.
1=A (1—x) (14-x4x2) (1—x-+x2)
< B x) (Tx4x?) (1-—xeEx?)e i i

T (C4DR) (1—x?) (1—x4-x?)
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+(E+-Fx) (1—x?) (14-x-+x?)

Sea

x=1, 1=B (141) Q4+1--1)(1—141) .-

I
o]

CXE—L 1=AQHD =) (14D A= L

Procedi_end’o como en los ejercicios anteriores encontra-
mMos que

1 11 1,1

1
R R _T+'é__i+ S+ Fx
=77 Tx 7 T—x T TR =
. _ _1_ 1+X ‘l/l+x+x2 _l/'a"
.Y — 3 WL i—x 1_'TX—+X2 . ]/— arc tg — 5

(Grégory, 264)

J 1 . el R . ' _, .—'
= — —6-L(1—x)— ST L (1—x4-x%)+ 1 arc tg .};1{ 3

2vV3 2—x
arc tg x5

1/— 2+ x

(Peacock, 2179)

+—L(1+x)+— L(l+x+x2)+

1 i E :
29, - 1 L ! ]

| Xx—1)r .-"T+"-(1*X)" —,:'n”'—:\:—n—‘—l (1_ X) n—1

TOMN CXXIV 3
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nmn+1) 1 1
- 91 'x";l___z + —(I—X) = L
am+h@m+2)....2(m-1) _!___*_ 1 J
m—1)! X 1 X

.7_‘1‘[1_n]'+u[n l]
¥ = n— 1 (1;-_.){)“_1 xo—1 n-2 .(I—X)n—2. xn—2

n(n+1).. 2(11— ) -1
+ ot (e - L =

(Murphy, VI)

b4. Descomposicion de radicales.~Para descomponer en
un binomniio el radicaly/ +x2 se mulmphca porl= Y14 x?
v 14x2:

1/1—}—\:- — X = == _1_'.‘_—}— S
]/ 14-x® Y1+x® - yY1+x°
De igual manera se obtiene:
v "'-2 .
'V a'*—x* = - S —
Va-—x Var—x:¢
a- - b

S S A —
Va+bx+cxt Ja.bx+exe

ox®

Vatbriexs
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- En la-integracion -por pdrtes se haré principalmente esta
descomposmlon :

. v -f. e~ f i)

La primera integral es conomda 1es 1gua1 a

arc sen-x
l.a segunda se obtiene asi:

114

f Wi =~ = —-.-;5—1(1_‘ ‘ )'_2 ‘d X=— 1/1——X :

L Jl/l + arc sen X — Y1—=x2 .
)V 1=x - I

(Eul..ér, IV, 10)

9 / K / Vaz_x_ / Va2 D

= a arc.sen T+ 1/a2—x‘

g e dx YiFa— VxEb
3. J Vx+a+ Vx+b  Jx X4a — (x,,+‘b)___

x+a) — (X+Db).
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ST NI S Y P56 SR
Ty |00
(Grégory, 252)
4 Yx+a f adx
xl/x a 1/*{ —a® xVx*—at

X x + Vx*—a’
= arcsec . + L——a-——

y j 'x"-—az___'J' Sy _ -
. X x VXZ— a’ < Vx*=a?

_1/2_'2_ o taen X
= X a a..arcseca

A= SO T
. ___V_x—};l 4 /‘ ; dx ,
x)x=1 sz e ‘-'—'15 -

=L (x-} ¥X*—1 )+ arec sec x.
o (Brahy, 20)-

55, Das‘composzczon trzgonométrzca o, sea, descomponer la
derivada trigonométrica en dos o mas-términos. ‘

1... f.versenx dx= f;(l;..,—;i,qos;x) dx
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= /dx-"fcosx dx=x—_—sen X

2. (conversen xdx=/ (1—senx)dx=X {cosX.

3. f sen’x d x =/ 1—055_2}_. dx

= [dx—chos2xdx
11
.__é_;\--«4—sen2;x
4.'.fcos2xdx=f-1-—t9;—sﬂdx=—;—4;\:+'—Lli-sen2x.

5. Otro método. (Humbert, I, 199).

fo co8*x- [xsen®x=/x(cos*x-4sen x)=/ d X=X,

oL F

[x cos*X~-[x sen®x = [ (cos®’x—sen’x)= [y cos 2 x= % sen®x,

sumando i restando, se obtiene:

fcos’x d-x =-;— X + —i—" sen*x  (Dariés, 116)

[sen®’xdx= <X —-é—-sen X . (BowWsér, 246)
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N |

[s =]

10.

sen’x L 1-—cos2x
/tgzxdx-:f-,—-dx: — X d
cos*Xx Ccos*x
dx
=" ————-——fd‘(.-te;x X.
J cos’x

(Sonnet 239)

.~ Otro método. (Frenet, 252).

Jtg*x dx=/(sec’x—1)d x=1g X~X.

. cos®x l—sen?®x
f cot*’xdx = f T—= f e
x sen’x sen

= — CcOot X—

Otro método.

Jx cot*x=/x (cosec*x—1)= — cot X — X.

f gsen’® m x =—[Ef(1—cos“mx).dmx
nx

. L .
= ee— ¥ — 9 ¢
= Tm 2mx sen...mz)

V(Pfé‘rr'y,’3"64)' g

f. cos’nX dx = o f cos’nxdnx
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1 g
=T (2 n Xx+sen*n'x).

12, / sen..”x:-"l-t—f (3 senx —sen 3 X)

TR L
- (8 cos x4 5 cos 3 x)

= ! sen’x cos X ,2 CcOS X
3 . X~ €08 3

(Peacock, 311)

13, [ysectx= S osec*xsecitxdx= [ (14+tg*x)d tgx

= tgx + —,1,— tghx, (Roberts, 8)
o

14. f sen’X= — f(senlb x—bsen 3 x+10 sen x)

X
1 1 - ., b . N
= l—b-(—— - cosb§+ 5 cos 3 x—10 cos x)
1
- 15. / dx. (Jarrett, 124) .
. sen X
1. .. senx _senx
sen X  sen*x  1--cos’X

Descompongamos esta fraccion en fracciones parciales:
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f 1 dx /(d—cos d cos X
*tJ senx x= 108 X l+cosx

Sl dzcosx g tg

2 T 4+cos X X

2

1 1 ! dsenx . d—senx
16. [ dx= , [iToi— )
, COs X 2/ \ 1l4senx l—senx

—;—[-L-a +sen x)—L (1—sen x) ]

- L ]/113911. - = Leot{da—

l1—sen X
(Id., id.)
' ' - sen.‘-’ —1-;-"'*<:+.ccr>‘s2 L ¢
_ 1 o 2 - g ¥
e 1 I
ST T et oxcost ox
o 1 1
| _.__)?;d}, o 7 _
2 “cosz L X’ 2 sen? ih
_ 2° ' 2
RN S S
_Q(tb'—‘z—-‘\—cot2Z\}

, (De Longchamps, 643)

dx sen? x,/cos® x
18. =/ 2 dx- .
-] 8N X COoSX:, i ..SeNX COSX i, .o - [t S E R
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/senx dx fcosx
=) eosx T mnx

=—-~Lecosx+Lsenx=Ltgx. |

(Timmermaris, 252) |

19 dx _ /sen2 X +Co8*'X
"/ sen®xcos’x sen’ X cos? X

dx dx
o - 2
cos*x sen‘x

=tgxX—cot x

(J. Bertrand, 7)

' senxcos’x - - 1 . senxdx
20. f-r-————n—- dx.= __f (senxd X — —-—-———-\
1+a’cos’x a%: =14 a%cos? 2

T R SN
e L = 2008 X ATC 18 (8 CO8X).
C at. “a’

21. - dx. Multlphquemoq por Gos X i-agr e-?'_

- / a+b g x
~‘guemos en seguida

a T a

a?+Db? az+b?’
.
1 coS X a a

= —
a+btg_x acos X+bsenx: at4bz’ -g¥fi4b?
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a%cos X + b? cos x—a’cos X —absen X a .
(acosx + b sen X) (a® + b?) a*+b*

b /dacosx+db.sen_x / a dx

LY = .
v a’+b? acosX+hsenx a?+ b?
b ax
= w——— ,(acos X+ bsen X))+ ————
e M ebeons i

22. [ senpx cosqxd\

‘_=% fsen(p+q)xd\+ f sén(p-—q)xd-x

L [ C*Q.-S;,L_.(;P,+; ) X , 08 (p+q)X ] -
- - ~ = — i .__ )
- 2 p+q : p—q- *

oo (oosoie 1 [sen(p+q)x _ sen(p—q)X ]
22. [cospXcosqxdx= —[ + ]
ST P 4 21 P+q p.-_q

23;__ Seos(ax4b)cos (alx+b')d x

sen [(a+a')x+b+b?]
a(a+al) .

4. sen [ (a—at) x-f—b'—b‘)(]
. . ’(2(3:"—'_3-1) .

('I‘anhery, 511)

4. [ sen (-a_x"+"5)'fsén'-'(fa;"xf“-i—'fb"l)?&"x



LOS_METODOS. DE. INTEGRACION, - - 43

sen [ (a—al)x+b—b'] sen [ (a+a')Xx+b+bl]

2(a~a') S 2{a+al)

(Sturm, 359)
.25, [ cos'x c0s2x cos 3 xdx . Apliquemos la formula

cos a cosb= —;— cos (a+b)+ -})— cos (a - b)

.COSX CO8 2 X= 5 cos3d X +‘7 Ccos X

.. €08 X+4-¢08 2 X + o83 x= 9 cos*3 X+ 5~ CO8 X €08 3x:

1
pero —- cos®3 x= 1 +c08 6 x

1 1
y COS\COS34\—7 0094\4 TZ-COSX

‘___1_ ;sen 6 < . send % __se‘n_2)§; + 1
'--_'4-‘[ 6 T o ErTm TRy

i (Dé Comberouysse, 755)

- 26. fsen sen2\sen3\d(\ .

sen a sen b-="-é‘- cos (a—b) — ,—%cos @+b) ...
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©. sen'xsen3 X =5 COS* X o cos4 X

sen 2 x . sen 4 X _ sen 6 x
2 4 6

Y

Y= 1 X +
.——'4

t

2

2y oot ¥ — for e
27, [(tg*x — cot*x)d x tgj}fcot_xr e e

56. Integracion por serie, o sea desarrollar la derivada en
serie i aplicar en seguida la regla de la suma (Num. 31).

1. [(a+bx)"xdx. Desarrollemos la potencia segun el bi-
nomio de Newton: :

n(n-1
(a+bx)P=a"+nar—ihx+ _(E'_—L an--2he x?

4 ~.ll..(_.n ~1).il}r_==i)., an—3hd3x3 4+ ..,

ISR o e e

‘Multipliquemos poi" xdxe integfremos cada término:

y = _;_ ‘gn X2+-;T'n 9 n_lbx?. +i’n \n_l)

7 ..___“.2.7.._ an—2 h2 x4

: R Tl I L A A T
2. [xm(a+b x") ¢ dx. Espreferible désarrollar asi:

13

. a+bxll= a’(l_*‘T X“) SRS B TateT Y T

<
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S22 N
L a+by = ‘*(1+._};)P'
P(P _ )
2Ry
2 )b
=3,‘1[1 +__§__ X"+ q‘”\qQ' 23 in
. \
2Py (5 2] ps
+ -9 37 E;X"}“-i- ..... ]
Multiplicamos por xmd x i en seguida integramos:
L xmrl o p o _b xm+n+1
yéa 4 [ m+1 *+ q a m+n+1
__.p_(_p_ -1 ) '
qiq. i b2 xm-+2n-+1
*t- L2l a Ta? m+2n+1 """ ]

, - (Timmermans, 385) .

e

d X I Método, por d1v1s1on efectuemos la di-

*-vision'i encontraremos que - .., -

1 — 2 -3 n
Thx. = ITERR e

Multipliquemos. por-d X ¢ integremos: .
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dx 1., 1, 1, . xa+1
f1+x —Js—-2 X +TA 1 X 1—..;]:n+1:;:....,

II Método, por el binomio:

LSS S S . R

1+7

111 Método, por los coeficientes indetermirados:
Supongamos que el desarrollo.¢s, L

1

— — 2 x? 4
= A+Bx+Cx +D\’ 4.-be +

il

Hagamos desaparecer el denotninador: -
1= A+Bx¥Cx:+Dx*+Exé+..

F+Ax+Bx*4-Cx*4-Dx‘H-.. -
1= A—l—«A—l—B) s+ (BY0) x2(C+ D) x*‘—l—. o

Igualemos dos coeficientes. de..las mismas potencias de x
o sea. X =0 (Véase el niim. 53):

A=1, AFBL0, B4-C=0, C£DZ0,. .. .

L A=1, BErilpCasl, Dty vyl
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Sustituyendo, encontramos el mismo desarrollo. -

Observacion importante. Hemos visto que

RRCICE= R

1+4+x . H—),

luego, lgualando con el resultado de mas arriba, llehamos al
“desarrollo en serie de un logaritmo:

1

’ 1 D
L(1l+x) =x——2-x +~—b, X -—}d—-—b—x + ...

adix
5 Tl g X — X4
f T CAXFo X
6 T dw =X— X"+ 1 XP— = X7
1+xt ~ Y T3 YT T

(B'(')ucha.r] at, 156)
Por otra pa;mé, sabermos que

dx

——,~ = arc . tg x.
v 14-x* &

Hacemos: axctg X= —‘11— 7r x=1,i obtendremos la::de
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Leibnitz:

Esta es la série de Santiago Grégory, (1671)

Haciendo x= -3 1/ 3 se obtienela del Dr. Halley

(Cohn Mac Laurm 604)

f" .I/l—X‘.=X -— —ES—XB———IB-X“——W X'— ...,

(Millar, 87)
9.'.fx 1/a2+x2 =.ax+—g—EL + 4Xa3 + ..
e (Stone 23)

—— x? x° xT
10:: fx.;'l/;a,l__xﬁ_ =4 X— 6a ,4343 —11235 beore vl
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Hxo
T 115%2a7

X
5)

[ Y
™ ¥
IH
o
>
+
l\'.)l»—a
M
+
Pl
o2

) com o 11 _3'3‘_5 1
.a,rcsen},—x—,l—?x +—=x +_1-6Tx+

Si hacemos x==1 se obtiene'la serie de N ewton '

( Catalan 603)

' dx 1 ... 3 15 s

13. f -iid X. Desarrollemos la funcion 'esponencial ‘ por
la férmula de Mac Laurin;

' xLa Vx‘zLéra";"“x*"'_If'”j'é.,"’
Celt ATttt

Multipliquemos por % e integramos:

: Yo 5,
fi—x_dx=Lx+ Ii"a x4 Lza o Lla

(Pau-],-y.,- :201): .

TOMO CXX1V
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]

dx=L LSS S
/— ‘{ Y+\+22+3!3 + ..

CAPITULO v

INTEGRACION POR SUSTITUCION

57. Cardcter jemeral de este método.—En la mayor parte
de las integrales tratadas hasta aqui, este método esta impli-
citamente empleado o mediante su ayuda se puede hacer la
integracion.

En la misma integracion por partes encontramos la susti-
tucion de la variable, v

Sin embargo, no es necesario acudir a este método a cada
paso, porque ademas de las dificultades que presenta. .su co-
rrecto empleo, por lo jeneral prolonga los' calculos.

Consiste, como ya se dijo en el namero 23, en un cambio
de la variable o en representar una funcion compuesta por.

“una variable o.funcion auxiliar, que a su vez puede ser sim-
ple o-compuesta,” monomia; pohnouna, mversa,,, ploduc-
1o, etc. :

- Por .ejemplo, sea--.;
dy=ft(x)dx

Para eliminar la variable independiente, hacemos

i .

x=¢ (z) .. .dx=¢’ (z)v dz,
i. sustituimos:
dy=t(pz] ¢'zdz.

‘La nueva forma ha de ser una integral ¢onocida o de fa-
cil integracion. «:' .
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58. Auxiliar monomia.— Llamamos asi a la auxiliar sim-
rlez,azoa+z. ‘

. y=J/(a+bx)2dx. Seaa+bx=z. .dx= —;--dz.
sustituimos:

N = 7S 1 J—— 1 2 _114
y—/ﬁ-bdz-— b/ZdZ_T 32

sustituimos el binomio:

_ 1 ‘1: ey
= 3 (a+bx)

L] .

Se obtiene mas facilmente la integral introduciendo el coe-
ficiente b. ' c o

L

dz
a

2. y=f(ax+bydx. -ax+b=z. .dx=

y = "l.fz“dz: % . 1 (ax+b)’f+1

" (Haag, 108)
3. y=[(ax- bpdx akx-b=z . dx =—2

y= _;' f o diz= __—1 : (ax+b)p+1

a(+1)

(Timmermans, 247)
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(aX®+b)m+1
an(m+1)

. RSN | _
4. y= [ (@ax*+bm= o fzmbz-

(Lacroix, 11, 4)

L p
b, y=[(a+bx")7q xo—1dx.

Sea
n 1
a+bx'=z dx_-—bTxl—ndz,
1 1—n
o 23 _( Z-—a ) n Xn_l_( z—a.\ =
- b [ i b R b
m—1 1—n

~ (Roberts, 9)

La integracion se termina desarrollando el binomio.

. o[ & _y . .4y

= —;(il—‘—arct' ax
A B Tt A

(Pauly, 158)
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= = dz =arc sen (a+X)

y 1 (a+x)z B Yi—=2? B enat

- (De Freycinet, 108)

8. y = -—X—dx.—--Seaa2+x~2=z.'.xdx=—1-dz.,
a®+x* 2

y= _/_——LZ_L VaER

(Cournot, II, 2)

1 1
y = _/x‘+px+q ‘Sea X + 5 b= t(q——p)

Cdx=dt _ 1.
oo L,

(Serret, IT, 16)

cdx
10. /a+2b*<+cx /(cx+b~.)’+a,c—b-’ -

Sea
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ex+b=z .. dx = 713— d"*zs.,

_dz__ 1 - ex+b
y=/ ; alethm

ac—bh? 4 2% Vac— 20— b
o yo 11 exsb— Ybac
. Vb?—ac cx+b + Vbz__'—_ac

(Roberts, 11)

f(‘i—a)(x—b) Seax=-; -'(a+b)+z.'.d}§=dz7

x-a=z+ 3 (b—a) -

’ X——b=Z—-2— (b—a) Y

- .(x;a?)"(ﬁi'-'-b)?‘ —zi- ’_i_' (b—a)? |

y_ dz 1 . ii;-a,_ .
B | o %;(bfa)2 ,"‘_‘:a—b; i X—b S

Hx*

: . 1
< —_— | r— — -4 — . 3 T ——
12, y= 3R T Sea 3x*+T=t . . xX%dx o dt

(Sturm, 317)
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14.

17.

dx xn—idx

y = / x(a,+b'X‘“) =/x1.n.(a+bxm)

_ If dz 1 xm
“"m Y z(a+bz) am a+bxm

(Jordan, 1I, 11)

~ - 1
y xdx . Sea a+bx=z. .dx =-—dz

= | @ronr b

.1 (. —a 3 —1 2bx+a
V=% (Z faz—'_)dz= 257 (a+bx);

I

i xdx 1 [z—a dz
y= 2 2 5 S
: Ala+bx)ET o ez TsT e e

3 1 PURURIR
=—4':‘" . ’})’2‘(b X—"-g“.&) (a; +"b X) ‘;;_

y = (X2+a2)1\' -9 o 2(n—'1)('x2'+a°‘)“—1

(Brahy, 14)

N .
y= |- AXR_ s = A b dz

(a+bx)"

 Desarrollamos por. el binomio e integramos cada tér-
‘mino: .
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ma (a, + b X)m—_n

v = :
v : ln—n.

il

bm+1

Ty » Y — 7 —n—-1
. a*m (m 1) (a+b x)m—n .
m-—n—1 :

: 18 ¥ = -—dinﬂ - Multipliguemos los dos térmi-
| (@+bx")——

1nos por X1 i en seguida hacemos a x—»+ b =gz ,

ey x L
V= ——

) 1
(@ + bx"y”

19 y= fYax+bdx Seadxibog . dx— = dz

L o
y—=—f 2% dz= —2; V@x + 6P~
' : —_— N | BT S

1 2 ,2i
ST e X

o _ o adx dz
21. y '—/ 1/32—‘2 —- =‘ 1
.. . (.ar—a2 2)2 J (1 —z2)%

e alcsen—Z— “(Pruvost;T; 550) .
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22- "y = ./Vl— - Sea 1—x%=3 .'.,x.dx= - —;-dz

1 1
=— = [z2-Fdz=—VT—x
2
-"‘-d'x‘_i : .
———— - Sea X=8—32 .'. dX=—d3z
V2ax—x° - _
.' —dz ' a—XxX ) b. &
y = = — arI'C CO0S — == are¢ verg =— .
Vai— z2 : a e S a

245" r_/ dx
Y 1/7+6x——};2 YI6-¢ (‘{-—-—3)2

. Sea
CUXEB44u o dx=EdRT
y= [= du__ _ afé sen (Sonnet, "':'2‘-17)
Vi—u® 4 ' ’ -

~Sed
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oy = — o f At = arc cos - b_2x ..
o Vl——t"' ' VZatbe

v (St_l_]‘rm,-'-1340)

' Va+ oxte X ]/ ) J 1/(* _,__"’i:‘f' _' +—"

Sea

Y= v]/._ L [2cx+b 42 V—l/a+bx+6x”

' (Tédhunter, 12)

27 Y= /1/———'. 2x-2 .'d"{—. PX? __ 4x
Fx*116'x120 Y VAT(xT-2)P+1]

=2+u .. dx=du

L ]/ u +1 ‘l/ u2—_;_1—' (‘ o

~2L[(x—2)+ VT —Ex35)+ o V= 4X¥5 .

28, Y= fieexdx. Sea &%=z | dY= a,l dz |
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y = fe?r. -é-d‘z_= —;eé*

29. y = /e—;x d X= - —;—fe7 d Z-::—-—%- e—a';c .

30. fef®df(x)= ferdr=ef®

(Moigno; 11,;12)

exxdx :
31. 7 - 27" . Sea = L. -,d = /]
31. y FESE Sea 1+x=2z. X d Z

_ et" dz-dE Tes U ex
y= z? )_ ez . 1+X

(Pranieosur, 374)

.32. / dx - Sea 1+e\=z.-,...exdx——dz
1+ex O
dx — d“z’= dz
z> 7
.EL = — 71 —-1
Yy = Zz;.. - — 1 +iex

. '. dx N ‘. . ._. dz
33 ‘/-E_Te_—x-Sea ex =y . .dx=e "d.y= P

y = . f.dz . ;lvarét' ex
z(z+z—1) Zor1 et

(Byerly, 11, 36)
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34. [f(esx)dx. Sea

35.

36.

31.

- 38.

39,

f—— dx.. Sea Lix=gz.

y= [zdz=1*Vx .

dx . .
S 2 Sea Lx =1z ..
dz 1 .
= = L % )1
y Zn l—n (L X) T
- FLx = . Séa 14Lx=y. . IX_
/Vl L d,: S L
= [VZdz - T(1+Lx)—2-',
: .(_Bertrand,

eaxze . ‘_~ aVX=L6,

(Niewenglowski, IT,.145)

JLESP P
X

& ..

y—/— f(LY)—ff Z)dz fL(x)

Y= [senaxdx

Sea a x=z ..

dx=idz
a
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cd

1 1
= — [ senzdz= ~—cos a X.
a a

dx . §
4Q. y=/Senx - Sea cos x=1z

1 —"éoszx;—.l——z.?’ sen X‘.= ]/ i.—ZQ

: dz
—senxdx =4z .'.dx=~ .
: sen x

dz l—cosx
D AP LV I-H,osx Ltg—x

(Francoeur, 381)

4. y= fcosxdx. Seasenx=z.'.cosxdx=dz

. .»y-'=f dz=z=sen x. (Roberté, ()]

g odx . . feosxdx
4y = /cosx dx_-/m

“Séa

z=gsenXx .°'. 1—z’=cos’x,
dz—cosxdx,)_.f T—° =L T

-L V1+senx _ Lcot(-—1-7r+—
l—sen x 4

43, y =jsenxcosxdx. Sea’ sen Xx=z . . cosxdx=dz
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1

v = fz.'d n= o sen®x -

44. [senmxcospx.dX. Sea,_ p=2k+ 1, senx=v,

cos x=\_(1_—u’2)'%",‘__dx=-(1—u‘«')f ';_du | __' _' .
y= .-__j__um (l-gg)kdu.
Sea
- m=6 po
[sen“k‘éd’s"‘x dx= [u’(1—u?)4d .
L

~SGC7X;—AL— sen-“\'-t: ‘ qen”\ —— —4- seﬁ”x
1 9 T 1 . 13

45. y = [sec®x dx. Sabemos que la sec. es la inversa’

del cos:
' T
s 1 p
geci X = 3 cos X=d sen x:
Cor CO8” X
T M

d sen x L
y=. / '(—L—seTx)“"' 4I-Ia,cem.os gen x = t i gueda

IR UM
__:('_ (l_t.2 ’2’7

-4
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Integral que se calculd en.el ejercicio 27 del numero 53:

R I C A 1T

- Reemplazamos el valor de t=senx: -

1. [ . l+senx,

Y = +2t'gxsecx]
l—sen<x

e

Siendo

1+ sen x (1+senx)® (1 +sen x)* - \
= —i— = e = (seC X + g X)
l—sen x l—sen®* x cos® X TR

- encontraremos que

)+ ! tgxsecx

En funcion de la tanjente sera:

y = % Lftgx+ Vg x+1 )+ -;—thVtg2X+1)

l+acosx+bsenx

45 S(= : Sédi:y—iarc'tg %

' a
y sea  arc tg T:m

. a
y SENM = =——————
Y ar+br Va® + be

fe

a
cotgm= b ,cosm
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—S8€én a cos a

- == costalL

a ¢0S'’X =2 COS y COS m +asenysenm

b sen % =b sen y cos m—b sen m cos y
acosx+bsenx=seny (asenm+bcosm)

+cos y (a cos m—b sen m)

=seny —ab:_—+—_L
\ Val¥b: - Vai+b?

ab ab

=-'/ é"_-f—b’ seny -

. y'= : dy__ , forma‘ya; tratada; .
] 1 + Va*+b?seny ) : :

_ ix . L SN
46. fm - Sea tg x=t . .'_SeCZX d x=d t,_‘.

dt
1+t?

14+tg*x=1+t* .. dx=

f 2 = cosza f—-gt-‘—-'--.cosza tdt
d+6) (—tga) . Jies

_1+t,’-"

dt
1+4t2
tgx—tga

———°° __xgenacosa
Vi+tgta -

. (Tannery, 553)
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. . - 1 1.
59: Auaxiliar inversa, o sea sustituir x por T-o — ‘porz.

xdx 1 1
/za—_i_-b?)g-Seaa+bx=7. .d_x= T Dze d'z;

uego,
l—az : az—1
Y=y XAX = g 42

xdx 1 : 101
o marr = S @ ans r(mrana)

X
'b

1
/

o2or P T [2b° PENSE

(Peacock ‘)69)

2. /—df__ Seax:L .AdxX= — du ;
x Yx*—1 u X0
N
luego,
dx _ _du
u u ’
queda
' . v_dX . ——du < _

TOMO CXXIV
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S Qanws L dx _‘  dz. |
3 fx(a+bx T Seax "% T T x 2z °’
lqego _
1 adz 1 ,
y="733 faz-r—b T2 L@z+b)
=LL“/ X2
a a+bx?
4 [45 gl odx o dy
. x'l/x‘.‘_a'Z o y .. X y
. - d i :
=‘.’:—'_."'y"——=—. _—dy =—iarcsena,x.
N y 1 a? 1/1—(37502 -8 :

(Todhunter, II, 13)

-1 X
a a+ Vaixx"
' . 1 dx adsz
6. / - Seax = =
X 1/2a‘<——a 1—2. X 1=z

adz - X dzo L1 . lx
| e b

1—z
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 ,_ dx LIS | dx dz
{. e - o SearXemm— =— o
Vadx2 —4x—1 iaoa oo X /

/ —dz, /__ —dz___ o 2%%]
Vimto—r ) Vi—+2p 2V %

- (Brahy, 14)

8. _dx_d__ Traspoiigamos la variable:
(1--x*)7 :

(1—x2)‘:‘ [x2 (x=—2 —1) ] IZ’

3
E2—=07

L2

<)

. 2
(x—2—1y""5

Sea ahora,

du 1 ' |
. ._,--d-X‘_-Xm(u+b_x°.)_,__ ek

du du Adx _ 1 du ., Zm+n—2
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B 5 zm+n—2
%(a Z+Db)*

. hacemos ahora
t—Db
a

aZbb=t adz =dt,z=

g ( t:b_,‘)mﬂ-z S dt .
- a att -

—1 n—32. .
1 /(t iy P

Loamrn—l o AR

Desarrollamos por-el binomio e integramos cada término.

(Hall, 222)

. 10. dx. - Sea x=—u iseaa = L
x Varx® z m
- dz . A . ak Vatk X
. sz:tmz Y ax

y=

60. Auailidr p');oducto.

it Seaatbxmrx idxa— Ran

ol PP _éz,[L_(a+b\axa)*+ s }
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2. /xm(a+bxw - Seaa+btx z‘{ cE= o

a.

R

1 (z—b)m+n—2.. .
: .Yw=,r":--u;ém4,ﬁ‘__r1(‘/ RS Z“

Es 1ntegrab1e cuando sea. m+n > L

h ’Wlllla.mson II 6)

A N

4. |——E— . Sea VI—x® =(1—x) 1z
R x2

1—x*=2°—2 x z* + x%2?
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PRI S

X= Z2-.—1 dx = 4ZdZ
T 21T T T (P 41)?

dx [_dz | 1+x '
=2 —— "¢ = X.
Tt fl-.+z2 (=2 are tg]/l—x aresenx

. dx- - -
D_ e ————ereiin i
Va+bx—|—x~

Sean a, B lasraices reales:

Va+b x+x2— V(x—a) (x—-B) Ceays T

Btaz’
T2

B—_—x'=(x—,a)rz'?__~ oo X=

2-(a—pP) 2.
Ty

,.;,,_1'——-‘~_—"\32a1-c4tg]/6_
i Sl \__; ) . X—a

dz, P o

vl BRLe B/
d x= / 1+z*

6. | —Z— . Sea Vix=x z—1,
x VI—x°

gg 1
14zt

o 1—x2=%x%2*—2xz}+1 o0 X=

2i—1 24273 —47°

XZ="—'Z’_"J/1-,_X'= 2-|-1’d T 1472
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11

dx _ X
x /T E£x° 1+ V1£x?
o dx | X
g |—=—L =
x Va?dk x* a a+ Va’E x*

(Brahy, 17)

1+x? X ];'-5-
j(l—xﬁ) Virxs o Tao %

.(Eu},er, IV, 29)

_x4-
Sea
y— X V2
Fiex
S | Jidxibx A2, 1 x
Yy 2J‘22"L —= ; 2~/-2—arcsen

61. Auxiliar potencia.

1. y=/xa—xdx. Sea a—x=z . . x=

14-x*
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dx=—2zdz, y=—/ (a—z%)’2°d 7

‘—g—a(a—x) 2——2-fa—x)—)'.

)
(Roberts, 10)

2. y=/x*/aFx dx. Seaafx=t:. . dx=2tdt

. 7 . 2 § .~f5 . .‘sztg:\‘
y=2f-apedt =2 (L - 2H e 2 )

=2(a—|tX)f%':{"(éj7;x)2 -2 a5

~ (Todhunter, 18)

8. yv=  Hacemos 1 x"’=z; o
T= f Jite e

| D]ferenclamos:
2xdx =22 dz — L

..Componemos:

dx4dz d(x4z) dx
z+x  z+x 7
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A% o TR |
f~/1——x‘-’ =L+ ~/1+x:) Y

~/ 1—x-

y= — fdz= ly= - JTo%

d(x+z) dx
Xtz + Z

q ;
Sy S:J;Z) S
o (Osborne, 185)

xdx

Yo ST

J?+1

"~ dx. Segx=zt . . dx=2zdz
2x /3

L1 .
v = JEL dan e

: ) .
o= Log— T =L~/hX ({5./_.__

- Sea 1—x%=z? .- . xdx= —zdz.

C | —=—=——= - Sea a’x*=t> . . xdx=tdx_
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8. .E_X_' Sea x—2=1= u2
NEEET

2x d_‘x=2udu

dix+w _ dx
x+u Mxt1

dx

= = L E=
TeEr LY EEL

(Jarrett, 123)

9. /‘___d_x_ . Sea'x42-+l=t’
x2~/1+xz. : R

10. I dx . =J' dt - dt= —'l; %
(3.2 +X2)—2— 3(a‘2x—2 +. 1) 5 a )

X .
a? Ja.z_+xz T _ .

I

‘ Sea X—a=12

f Vv E—a) = 8) (x~a) =B

dx -

- - '=. 2 d z ;4-‘\, R
Cx—a :
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=21log (v X~a +~/ x—,B).

) XdX. o . g0 D S
12. —mime - S8 Xt=g% 7%, xd'x = =—a%dz
v ari—x* o 2

gl are sen x
Y=g a®

(Raffy, 84) .
- 62. Auiliar binomia.
L y=fJaTrdx.  bea VAT mies

Y= Sa—¥dx=Ilwglax el

' ' Para eliminar la d'%, elevamos al ¢usdrado v

s e e APl
: al-x?=(z—-X)’.". = x= ~57

dx =" —==d2

y = =5 [
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- —;—-AJ a?}-x2 —|—-a;—7 L (x4 ~/ a2—l—x2) -

(Francoeur, 366)

2. dy= ~/cFbxt+x® dx. Representemos elladlcal por
z+x 1 elevemos al cuadrado:

s N e bz—-z'-c |
bx+4c=z +2sz .'.‘\ :_ b——2 7z . dx=2 ~ (b 5 ), —dz

o iaEey | ba—zie
e [l B etime o,

bz—z? Lo
- 2 [ty dn (nmermans, 212)

La integracion se puede hacer por division. .

dx '
Sea~/1 X=v~- Kb e
\/1+X . _l_ ' » Ao TERRLEVEISLURE:ORURAY L. -

dx '
~1Fx®

dx Y, dv
=J vfhx;ft‘”—z";_f" v

=L (x4 ST x) - (Pauly, 173)

. dx
~/x2—|—a-

Sea ~/‘{‘—i—a’ =z—X. a“’=z2—2xz :

7
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dx dx,

Ve T 0

=L (x4 Jx2+‘a2._) '
(Todhunter, II, 9)

72 + a2

5. m—m———— . Sea VN atFx? =x+z.o.dx— 57

dz

BNV N

fa

© (Laurent, 111, 41)

_ dx .
6. —— -—L(X \/X):l: 8%
: f~/x2:l:a + ")
rid:_.;x l (.': "' - ' “ b {di_‘X".v R

— o <

V2 ax-—x?

-1

fren

5 [mamxedt o pr@ont o @EeTiE
~(ax)im £ bEm . b®

(Br_ahy, 19)

Se representa el.xadieal por

'z—x ~A iseelevaal cuadrado:
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Bdx=2z2dz—22zAdx-2x VA dm

- B
=7a___L( B+7Ja> s/aL(Ax+_2_ _

VI JETFBEFC)
 (Moigno, I, 20)
63. | Sustit@cﬁop _tfzjg‘onoméirica-. )
1. fa/1~x*dx.. Sea x=sen 6
*. dx=c0s80.d 09, cos 0= Ji—_X’_

1+cos 20

;_fcosﬂede / dg -

Pero, de sen. 6 = x sale 0 = arc sen x; i de sen 2 V)
=2 senﬁcosﬂ— 2x: ~/1—x2 :

f~/1+x2dx=—(alc sen x —{—X--\/ 1 —X) - .
(Edwards, 38)
2. Jo/1¥x® dx. Hacemoss=tg8 . . dx= sec?6d @

© y=:fsec® 8 d6: Esta integral - ‘ge-cale
. cio 44 del ntimero 58. Reemplazamos ahi ‘tg 0 por xX:

6.en.el e]ercl- S
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f.~,/1+x2 d‘x- | L(x—{—sz—{—l)—{— x X3 1 -

(Todhunter, 11)
3. /J;?——-——i-dx“ Hace&nos #;sec 6.
. dx=sec Htg0detgb= /X1
y= /sec 8 tg2é dé= fsec 6d 6 +[secs 0 d'9.‘i
Estas dos integrales son coﬁo.cidas‘.
fJ;Z———l-dx= —%—x VEE— -12- L (X{_J;T
(Id., 11)

. En’la integracion por partes encontral emos metodos mas
espeditos.

L 4 f dx -Seax=seny .. dx=cosydy,.
' l/l—x ) T

cos y== 1%

y=f_99§io%%y —/dy y arc sen x.

dx a
5. ————— - Sea — =C08 ¥y
fox"‘—;a‘ﬁ- B S A
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X
arc sen —

a

a
(H. Cox, 35)

[ .J(a%sz _— 3) Sea, \=a 8761‘1.2 ¢,}18 t?os2 ¢

©. a—X=(a—p) cos?"¢,;éx-ﬁﬁ-.=, (a==B):sen2¢y (1)
la—p) (x~ A= ~la—ppsenpeosty ..

:d,x=2(a—f3) sen ¢ cos ¢ d ¢

N Y__ _ 2(a—-,8)sen¢cos¢d¢
R A / (a~,8)sen¢cos¢> h /2d¢_2¢

Dividiendo (1):

sen? ¢ x—B8

cost g a+X ' 8¢ = -‘/?_"f_

¢ alcth
a —L A

(Roberts 17) :

x2dx

T—x2

- Sea“x=cosz .. dX=gen’
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/- cos? z—senz) dz

|
= . =-—/cos?zd7._——z sen? z.
sen z. .. -

2 4

sen 2 z=2 sen z cos z=2 v/ 1—cos? zcosz=2 a/1.— X?2X.

oye— A arecos x— o x /TS
. y=——arccosx 2x~/l. X

(J. Bertrand, II, 8)

: ' ' dx
o ‘ R bZ gt
8 f—m-—-(\2 ] ) A HacemosA‘{+b Jc | g |

o d x=f,~/-c—‘:‘t??isgc_2 tdt :
RS +2 bx+b2= (c—b‘l).‘fg‘zt
X2 +2bx= (c—bé) tg? t—b2
2 +2bx+c= (c—b2) tg? t+(cf62)~,

= (c—=b%) (L+1tg2t)
= (c—b?) sec? t

Y= e /,coééf2 t c.],t' '

En las reduccipnes sucésivas se dard la integral.

-:' (Taﬁllery; 521) S |

TOMO CXXIV o 6
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64. Racionalizacion.—QOperacion, cuyo objeto es hacer ra-
cional una espresion irracional. Se emplea para ésto el mé-
todo de sustitucion.

1. Funciones monomias. -

1. y=/+/xdx. Hacemos x=22 .". dx=§ zdz

2

= f2z2dz= Z2=%X3

oalw

II. Suma de radicales. La variable auxiliar tiene npor'es#
ponente el menor miltiplo comun de los indices.

(3

2. f(J_x— +3/—£)d X= f( x—1_+ x':s )d'x.

El menor miltiplo comun de los indices o denommadores
2i3,e86:

Hacemos
x=z% .. dx=612°dz.

Sustituyamos i. obtenemos la funcion de términos racio-
nales:

y=f(2z°+%%) 6 2°d z==6 f (z*+ %) d z.

i
3

wI @

4
=X 5

+ix
4

Este método se emplea solamente en las fracciones poli-
nomlas de términos irracionales.
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III. Fracciones de términos irracionales.

3. y= / T . (Francoeur, II, 364)
X - - .
Sea,
x=2z2 .. dx=23zd g
«queda:

222 1 .
y=/z2‘ZT1dZ=f(1+z2 7)az

=2x+L ﬁ

~/x+1(

3 5
X3 —X§ '
4 y= / —2" " % dx. Efectuamos la division; o

haeemos x=2z", siendo 7 el menor mﬂltlplo comun de log in—
dices; aqui n=12:

Sea

) 3
x=z" .. dx=122dz xT =29,

18___,10 ) -
y =12 fz_zz_ z't dz=12 [ (z**—2'%) 2% d z



84 MEMORIAS CIENTIFICAS 1‘LITERARIAS

_' : o 19
=12 /(2?"—2'%) d 2=12X7 — X712 .

1
5. [ 1+ ~X [ 1+4XT  Hacomos x=z°
3 - 2
o/ 1 + N/—X_- 1+x73
22 +z5
y=6 f X2 +- 1

Efectuamos la division e integramos en seguida:

Lo L
3

1
—3x3-6xXT%

7—_6_X
)""7 6

wlw

5
X 7+ +2x

vo| w0
2]

’ c.t-\l o

‘:‘ VAR 1
+3L(x'§'+1) +6arctgx7 .

' (Setret, TI, 24°

1 2
X m +X Y
6. y= [ — . Hacemos X =1z mns.

XP—X'8§

2ms
. 'y= / Zns+z dZ

ZDmMDE — ZMAT

En seguida se descompone en dos fraccwnes, se d1v1de o
se trasforma en fracciones parclales

o,

L
5

L@!w
w‘ -

vd_X._,—,—-—];-XT+ X

__1_‘
53] 8 I

L
2T

1
L
3

1+x
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1 1 1
' 1 X% —2%x1% + 1
i e vt
. 2%5L. xT+2%x1m+ 1
2 1
+2arctg—1—1
1-x7%

’

(Grégory, 267)

3.
dy= 1 ha ~/X3+ S dx. Sea x=t° .. dx=6t’dt.

1+ X

Sustitiyese i resulta la fraccion de términos racionales:

5___t4
dy:%:ﬁ—t-Gt?dt.

Efectuamos la division:
y = 6/(—t" -i-t“ b5t +t2;1+ -——1—) dt
' 1-4-t2 i

3 s, 8 s 6 s ot _pt. o
P bt — P2t —Bt+Barc tg t.

(Sturm, 334) -

3 6.
N — X F1

9. dy= . Sea x=u"

6_
VX —1
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fr _Z 1 5 1 2 1 ‘L 1 L

ygb 7Xe+—5—xe+—4—xs+,—3xz+2x3
: 1 1 \]
+x-‘é‘+L(x‘6'-—1)L

(Brahy, 21)

X —1 '
10. dy=—F3——— dx. Sea x=1z°
6(J'§+1)

1 - 1 _ 585 1 2 1 ¢ 1 1 ~1°
_y'—_TXGf?XG—TX3+TX'2+-§-X'3'—XT

+ arctgx. 6 —Ll/x'é‘ +1-

3
NPT Y
11, dy== TJ(a_XLP dx. Sea ax+b=z*
x+ a/ax +b

6 , z5[(z°—b)*+ a®b*]|
yi:?-/ z*—b+a z® dx.
Se integra por division.
8 _ . ~/_
- 2
12, dy--'\/}‘-*qX X +x -dx. Sea x=z°

x+ Ax

y = [z — i) dn.
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Cada término es:de facil integracion.

3 4
— —
13. dy= a3 3be5 dx. Seax=z!?

a J?{T+ NEOETE &

a—Db z7 A
= 12-/cz + ez? dz

Se integra por el método de las fracciones racionales.
(Timmermans, 271)

IV. Funciones irracionales.

. o
ax+b \% ax+b
14. d y—(—am) dx. Sea _—Z

alx+b?

_ (b*—ab')n zn-1

S = s
zm+n—1

= 1 1 7

y=n(ba ab)/——(b DT dz

Esta funcion racional es de facil integracion. -

f xm(a+b x“)‘g‘ - Esta forma lleva el nombre de di-

ferencial binomia i tiene una gran importancia.

. X m+1
Se puede racionalizar cuando sea entero : en tal

m+l P o5 entero, se
q

caso se hace a+b x* =24, i si

hace a+b x2=x"z1.
La siguiente aplicacion es de Grégory, pé,,; 265.
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16. [——dx= | X(a+bx) "2 dx
(a+bx)%e :

Aqui ' m=1
n=1 ._“m+1 =2, hécemos_ a+bx = 3z?
p__1
o a
dXﬁﬁ.dZ,X\: b 2

b b '’

SPRE YIS
y = —b-z—f(z —a)dz= —5;(—3—2 —-az)
.=-3—:t2)7(bx—2a)1,a+bx

o
17. [ x3a+x)F

m=3
Cn=1 m;l =4| - at+x=7*dx=32z"dz
. 2
_§_=_3_ q=3

y=[@i—a)atda= ("3 a s +3 a7z —a'5) d o

B[l M g 8 33 b
=@+ 0T | g5t TR g (atE)s
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—-a,"z—s (.a+x)'§‘] .

ot dx. , , o SN
18. /__—_ — = [ x4l 4x)"Fdx
' x* (14x%)7%

m=-— 4
- m+l , p _ . b w2
n= 2 o —}—T——?..l—}-x—x z?
L2 __ 1
q @ 2
: X Z ;_ 1
dx= - dz, x 1)
xzdz
_ I—ZZ - g% e e 1 3
y= — = [(1—z*)dz=z 32

— 1/1—}——16-(% _ 1_3 x)

: dx : X
19. w=/ ——— . Seat= ———
- (14nx?) Y 1-—-x° © Yi—=

~ dt
_ N
IR USRS B2 s
(14+t*) 5 ont V[ 1 iy
3 (H 1+t 1 ey
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Simplificando, se obtiene:

dt

1 ‘ —
= | oo T = i arc tg Y1+nt

w

1 X
= —— tg ———=
V1i+4+n are e Y1i—%x°

(Serret, 49)
20. [V a+bx+x* . Sea Vatbx F x* =z—x

Elevando al cuadrado i diferenciando resulta:

y=2_/ (a+b z+2z%)*® dz

(b+xz)° '

. 1

65. Conversion de las funciones.—Bajo este nombre desig-
namos la trasformacion que convierte una funcion irracio-
nal en racional o una trascendente en aljebraica.

En los dos niimeros anteriores se dieron numerosos ejem-
plos de esta clase de trasformacion. :

Agregaremos otros mas, a fin de que el principiante se
familiarice con estos cambios de formas de las funciones.

dx
X

1. dy=L"x—dTX . Sea Lx=z .- =dz

La funcion logaritmica se convierte en la racional

y=/fzdx= nl Lo+ix,

+1
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, o _
2. [senxdx. Seatg 5 =%= |/1}+gg:§ ,

Los dos primeros miembros dan:

2dz |
a=2arctgz .'. dx_—l—:—l—_zz—’ .
i los dos ultimos,
X = -1'_ sen X =
COSE= Ttz

Sustituyendo:

/senxdx—/ Ttz 12_|(_1ZZ2 =2 /(1—|—z“)2 dA(l—p—-‘zﬂ)

=——g—~———1 —Cos X.

1-4-2z*

Difiere esta integral en —1 de la integral conocida. La
auxiliar anterior se emplea en e]emplos mas comphcados,
como los que siguen:

de Co1—zr . 2dz
3. /m‘ Seacos = o 40 =7
2dz
1422 dz dz

b(l—-z z®) a—|—b . a—Db
A v e (R
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si a > b, tendremos:

¥ ='""""'2"""”“"arct0' a—‘———-b—z
~Vatbya—b) “° Vatb©
o . 2 TG COS acosf6+b
=z " a-tbecosb
si a<<b:
3 =1/b2_a,’-' . 1 . Vb+a
tg'?e - b—a . .
si a=b:
1 1
y=gt50
(Sturm, 364)
d U
4. . f : = ' - 'El- método anterior nos ‘da:

asenx-}becosx+e

2dz
: B
2z b(1—2) _ cOtD)
a 1422 + A4-z* + 142°

' =/ . 2dz. y
R (c—b)z‘+2a.z—}—b+0'
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Esta forma es conocida. : Lo
5. y = fsenmxcosnxdx. Sea z=sen?x
. cos®’x=1~—z, d z=2 sen X cos X d X

1 m— n—1

y_—_:!:-? z———- (1—z) Tz~ dz

6. y=/ sen*x cos x?d X. Segun 1o anterlor.

y=/ z4(1_fz'i)=% sen® x —-—71— sen’ X. _

(Francoeur, 378)

y=/f(sen X, cos x)d x. Sen X=

dz

YT=

. Co8 X = Vl—-Z‘,dL_

Se obtiene la funcion aljebraica:

’ y=_/f(z) .1:—-22 .d_i.—_:
1 VI T )=
(Moigno, 11, 33)

1. y=/arc sen X d X. Convertlmos esta funcmn mrcular

en trlgonometrlca,, haciendo arc sen x=z.'.d z_.—=—_—- .

]/lx

y—jzcos&dz.
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66. Empleo de las imajinarias.—1. Para construir una
of . . . ' .
funcion circular en logaritmica, hacemos a =1, X =1 z
iz=—1, d x=i d z, en la integral

f___;ix _ =_1__L-‘/a+x ;
al—x a a-~X

se obtiene:
idz 1 L A+iz
14272 2 1—iz
0 bien
1 1+iz
iarctg z = ) L "'1:1—;

(Roberts, 14)

2. [e»xcosbx dx. Empleemos las ecuaciones de Euler:

sen X= elx—e—ix cos x = SFeE,
21 BT 2 :

ebix 4 e—bix e(bi+a)x 4 o@-bi)x
&x - . —
[een T T ax= . dx

1 [ ela+bi)x e(a—bi)x
7| a+o1 a—b1 ]

acosbx+4+bsenbx
e&
a®+be
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. asenbx—bcos b x
3. eaxgen bx d X = = eax
.a*+b

(Tannery, II, 510)

4 dy= /-—d x _  —dx
¥1--x* iy x*—1
Lyi=L(X + >x2——1)
Sea =
X==C08 y .. X2—I1=co08’x— 1= %Senzx;
 queda

xyi=1L(cos yxiseny).

Para demostrar que este resultado es cxerto, acudimos
a las dos ecuaciones de Euler:

eiy 4 e—iy

cosy = 5

. eiy—e—iy
isen y = ——e—-

Si sumamos miembro a miembro, se obtiene:
cos y +1 sen y== eiy,
Aplicamos logaritmos:

iy=L (cos y+i sen y).
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CAPITULO VI
INTEGRACION POR P‘ARTES

67. Idea ]enm al del método.—En el niumero 34 dlmos a co-
nocer la férmula empleada:

fudv=uv—/vdu,

que comprende la sustitucion de i » como funciones de x,
la. descomposicion de un producto en una diferencia.
" Este método se emplea en las funcwnes irracionales i i tras-
cendentes. _
Para el objeto de.comprenderitod’os"sus recursos e impor- -
tancia, hemos considerado diversos casos.
E]l mas sencillo_es cuando la nueva. zntegml S vduesde -
“integracion inmediata. nE :

68. La nueva integral es de integracion inmediata,

1. y=/Lxdx.

Sea
, TR T B & -
u=Lx .. du= —/,
X
dv=dx. .. v = x.-

T g

Aqui se hizo la d1ferenc1ac10n de u=Lx i 1a mtefrracmn
de d v=d x. R i
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Sustituyamos en la formula:

J/udv = uv—/vdu
lf<Lxdx=xLx-'—/dx

La nueva i.ntegz'al' J/dx es de integracion inmediata:
SLxd x=x.L X—X,

2, y=/arcsenxdx.

Sea

u=arcsenx .. Jiu=—=m—x
Vi —x2

dv=dx LV o= X

xdx
v= [ arcsen x d X=X arc sen x — ———
: J Y 1=x?

Aqui
xdx 1 B —
——— e — — X2y 5 —2=— —x2:
" 2[(1 x2)~ 54 (1—xH)==)1—x
.*. /farcsen x d x=x arc sen x+ J/1—x°
3. farec cos x d-Xx. u=arceos x .-. du= ——3%_
' V1—x2
dv=dx .. v=X
7

TOMO CXXIV
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xd:

, X
y =X arc cos X
v _l_f]/l—x2

=x arc cos X — J1—x*

4 ' dx
4. farctgxdx. u=arctgx .. du= -
dx=d x . VAKX
xdx

yv=xarctg xdx— =xarctgx—%—_- L(1+x?

14-x?
(Humbert, I, 429)

1
2

Jarccotxd x=xarccot x+L (1+x?)

Ot

6. /arcsec x-dx=x arc sen x— L (x+Yx—1)
7. farc cosec X d x=X arc cosec X+L (x + }/x*—1)

xdx
=

8. Jarc vers x d x=X arc vers x— f

—xdx =f—X+14—1. dx:l/gx_xﬁ_arcversx
V2x—x* [ Zx—x -

.*. farcversxd x—_—('x—-l') arc vers X+ 2 x—x°

(Brahy, 33)

9 SA+tg’x)dx=/dx+ Fig’x d x.

. sen® x senxdcos x
g X = - = — - :
. cos® X cos’ x




'LOS METODOS DE INTEGRACION -~ 99

Sea
== sen X .7. du=ecos x d x,
dzosx 4 1
dv = . Vo= ;
cos*x _ Cos X
~ sustituimos:

°x = SR X e
‘fxtg:\‘_ pova fdx__tgk X;
e f (T4+t82X) =X+ tg x—x=tg X.

10. fi(1 +cot‘*‘k)=.f dx+/ cot®x d X, o bien,

e fee (=) 0 =) (5 )

= — cot X. .
11, fxexdx. Sea u=x codu=dx
dv=exdx .". v=ex '

y=Xx ex — [ exd u=X ex —ex

12. fXLX'dxl. u=Lx . du= dxx
‘dv——‘{dx . v-——-l—kz
== " e V=
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13. jx3Lxdx. u=Lx c.du= dx

dv=x*dx vV =

f v A g oyl dx_ 1, 1 e
e y_4XLX /4X X—4XLX—T€§X&"

(Bertrand, 9)

14. /L x. x*dx.] u=Lx. .'.du=-d'—X

X
o _ xn+1
dv=x"dx .. V=—-—1H
n+1

] n
A

Xn+1 1
=m( Lx— m)

(Briot, I, 504)

15. fxsenxd x.

u=x c.du=dx
dv=senxdx .. V=-=C08X%
y=—xXcos X+ f d sen x=—X cos X+sen x.

(Moigno, I, 15)
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16. fxcosxdx=3xsenx — fsenXxdXx

= X 8en X+ cos X

(Duhamel, I, 429)
17, fx cosaxdx =X fﬂ}z—{—— —;—/senaxdx

XsenaXx + Co8 a X

a a®
i8. fecosx L sen xd x. u=Lsen x .. du=cotx
dv=cosxdx .. v=—senXx
y=—sen x L sen x—sgen x,

19. fsen x L cos x d x=cos x L cos X +cos X.

' ' ' dx

20. fx.arcsenxd X. u=arcsen X .. du=———
Yi—=x2
1 2
vd=xdx L. Ve=—( X
2
1 x*dx.
Y = —5~ X" arcsen X—

4 Yi-x
U ST L ore 1 1—2z%
= -y X*aresenX +—- arc cos X — — x}/l zZ

(Bertrand. 10
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xarcsenx dj
f u=arcsenx . du=——=
i—xz Vi—x*
d —_—
dve =25 y=—yix®
1/1 *{2
y = — V1—x? arc sen X+X.

22, ff(x)arcsenx dx=arcsenXx /ff(x)d x)'

-_f.< __‘li_’ixff (%) d x)

La integracion por partes trasforma una funcion trascen-
dente en aljebraica. (Francoeur, 378)

93, / x(3—x)arctgx dx.
(1—x* s

‘u=arc tg x oo du=

—x? 2
_dé:x(?’ X;dx= X (2+1 3x)dX
143 (1—x*)5

3 ) 1 )
= — (1—x)" T d1—x) =5 (1-x )" Fd (I~

1+x2

Vi
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y= 1+x° L are te x / 1+x*® dx
Vi 0 VTx  T+v
1+x* g
|2 glC g X —arc sen X
V1—xz
a—2 X — X
24. f - — arc senV 37X ax
Vax —x* a+x
Sea
u = arc senV a_x
a+x
Para diferenciar, hacemos
. Z _ ,‘/
a+x
. dz
. du =d arc sen y== m————
Y1 — 272
a 2X
« d = y l—Z —]
1 a+X
(a—x)2 (a+X)%
a
du=- — -
V3 (ax--x¥)% (a+X)
sea
a—2x _—
dv= = dx v= Vax—x°

Vax—x?
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/—"" Va-x —
v = Yax—x* arc sen —p——= + /—/——
Va+rx V2 J a+x

La nueva integracion s de inmediata integracion.

1+4x2
— arc sec
fx/l 1/1——*;2

Sea

1+x2 32 1 +x2
u=arc sec ' =
__'xi

dz o
a2 —1

. du=d arcsecz=

L= [L(l+x)—L((1—x)]

dz ____L_ 2x Ly 2x )d‘;
z 2 [1+x2 1-x2/ "
X.dx
dZ= —
NTex2 ST =R
X
Ay MLI+xE SIx2p
~J1+x /1432
1 —x2 1—x2 '
x(1~-x?) _ 1

3 1
X (1432) (1—x2)e  (1+x2) (1+x2)F
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xdx r—
dvV = e .. V=—\/1—X2
1-x2
y = — ~/1—x®arc sec l/i*xz + arc tg Xx.
—X

(Brahy, 34)

69. Trasposicion dela nueva integral.—Al aplicar la for-

~ mula de la integracion por partes,

Sudv=uv- fvdu,

puede suceder que la nueva integral fvdu seaigual a la

integral primitiva / u d v, o muitiplo de ella; en tal caso ten-
dremos:

Sudv=uv—k fudv.

Trasponemos la nueva integral:

1.

(1+k)fudv=uv

Lo fudv = uv.

1
1+k
De esta manpera queda eliminada la nueva integral.

Sxdx. Sea u=x" .. du=nxs—1dx

d v=d v V=X
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©. [xX*dx=x".x— fnx.xn—ldx
=xn+l--pn (xdx.
Trasponiendo la nueva integral, se obtiene:

n fx*dx+ fx"dx=xn+l

) (n+1) fx"dx=xnt1
a xu+1
. f[x"dx= |

(Montférrier, I, 172;

2. [AT+x%dx. Desc_ompqngamos el radical:

X.

fJ1+x2dx. quo f~/1+x2

La primera integral es conocida:

—L:L(x+~/l+x2)
NI _

La seganda se integra por partes
Sea

u=X . du==d
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i sea
clx=——L— dx .'.v=—1—f(1+x2)%d(]+'x2)
V1 + x2 2
=yi+x2
", /X.———)E—-— dx=x Vitxe— / Vi+x?dx.
Vi+xe _
Sustituyendo:

[ VT+xrdx=Lx+ VI+x*) +x Vi+xe— [ V1+x2dx

Trasponiendo la nueva integral i reduciendo, se obtiene:

f(1+:x2 ydx ; [ L(xs 1/1+x2)+‘(1/1+x2]
2
Serret, 215)

—_ o j— xdx
3. x2+ adx. Sea = Vx2 + a . . du= ———
° /V _ : V¥x2+a

dv=dx . V=X.
fo2+adx—xVx2+a—f ..__dx
Vx2
Pero

x? X2 +a—a x?+a a

VX +a Vx*+4a Vx*+a VX+a
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a .
Vx*+a .

=Vx"+a —

a

[y Tads=xVZra-[ YT +/

Vx* ra

Trasponiendo i reduciendo:

1 ) ..._._.... a |
!/ 2 o

x’+adx=—| X VYX*+a + |———— dX

'[} 2( v _ f Vxf+a )

L
2

L+ JETE) + x/T T3

(Tannery, 523)

/Vx—ldx /Vv' dx—[V__dx(l

_ La primera integral se 'integra por partes.

-

) Sea

u=%x, AV = —m—— dx
o
< du—dx, v=VFT
Sustituyendo:

x*? - .
—= _  _dx=xVx*—1—[a/x2=1" = (D)
/ Yxr=1 ' / . (
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La segunda integral es conocida:

1 .

—_—— = (X 2—1 3

[ —re+yTm)®
Sustituimos (2) i (3) en (1):

[yYx*—1dx=x x*—1— [ ¥ _1ldx—L (x+_VX'3—-1);

trasponemos la nueva integral i reducimos:

[T Tax=x 1/;-'_—1_ L+ VE—1)

/iﬁzgéd ./Vl—x’ fVTﬁiﬁ'd\

La primera integral es conocida:

dx

Y 1—xt

= arc sen X;

1 la segunda se integra por partes:

Sea

xdx
\/1—‘{~

u=Xx,dve=s——x—

Ldu=dx, vV=— Vv 1-Xx?
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xdx

o x = = —x V1 =X +V1--x%d X
o V1—x®

Despues de reemplazar, trasponer i reducir, se llega a

/ \/1—x2dx=—;—(arc senX+x v 1 —x7)

6. [ vase dx—at /V;T(jg_")‘d%

aI‘Z
2

- —— 2
. [ Vval—x*dx=ac jl/ 1— (—X—) .atd = .
: a _ a

X, X =
(arc sen-—+ — Va2 —x?
a  a

ag x 1 —
=——arc sen — + — X Va? — x2
2 a 2

(Cox, 42)

8. [VA X*+2Bx+04d X. (Tannery, 523)

Sea

- - Ax+B
u= V AX*+2Bx+C .. du= —= -
: VAx*+2Bx+C.

i sea )

V_’=X+_§~ : . dv=dx.
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~ Reemplazando i designando por T el subradical:

(x + B)® dx

-, 1
f/T'dJ\ A(A\—,-B)\/T—A =
Pero
(Ax+B)® = A(T)+B*—AC
(Ax+B? AT  B—AC = B*-A
A A R i — A VT =
T T TR MV
VT dx=—A-(At+B) \/T—A—JAA\/T
A [B-AC
7\ T

Trasponemos la nueva integral i reducimos:

1 — 1 [B-AC
_--/‘/de‘ﬂ (Ax+ B) \/T_QA/ Vi dx.

La nueva integral es conocida.

9. /LX dx. Sea u=Lx .. du= ax
X . X
dv=,ix1 e v=LX
dx i_
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10. f sec®xdx. Sea; u=secx . .du=secxtgxdx

_d v=secxdx .-. v=tg X .
[ sec3x d x=gec x tg x— fsec x tg’x d x
==sen X tg x— fsec’x d X+ Fsecx ¢ x
Trasponemos
r seé’x dx

i reducimos:

J sec’x d x= L lsec x tgx+L1/..1i.senvx.-
-2 ' » 1—sen x

. fxmLxdx. u=L x odu == —dxi-
dv=xmdx Vo= Xm+l
, m+1
xm+1 xm+1
xm ], x d x= N — -
./}‘ O X= T Lx- (m+1)x dx

_Xm+1 113
T m+1 (Lx_ CER

. (Davies, Peck, 177)

70. Eliminacion por reduccion.—Si despues de aplicar la
formula

fudv=uv-/vdu,
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encontramos por medio de trasformaciones o descomposicio-
nes que .

Judv=u, v,+fvduy,
la adicion de las integrales anteriores nos dara:

2 fudv=uv+uy, v,

/-uv= —i—(uv+u¥ V-1_)_ '

De este modo se elimina la nueva integral, por reduccion.

1. [sen?’xdx. Sea u=sen x .. du=cosxdx
d v=senxdx .'. v= —cC08X
.. [sen®x'd X= —sen x cos X}/ cos?x d x;
ademas,

- [sen’xdx=/dx — [ cos:x dx
Sumando, desaparece la nueva integral:
2 [ sen®x d X==x—Sen x cos X

R f sen’xdx = -—;— (X—sen X co§ X))

2 f\/ a*—x* d X. Integramos por partes:

TOMO CXXIV : : . 8
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Sea

—xdx

u= va’--x* . du = —ram———
' 1 a2—- X
Av = d x v =X

pero,

3

dx x*dx

/x/ a?—x® dx=a® /—-—-_—_-—-——
. 1 At

Sumamos i dividimos por 2:

. —— ) X
Var—xrdx=x v a®— X? + a?arcsen -

(Claudel, 11297

~ XX

3. fVvxrrardx=x Vxr+a® — [,
i i - Vx4 a®

s

fx/x9+afdx=a‘2 —_ —
, JNVxE+ar S Pt

dﬁ .. /'xﬂ'dx :

Sumamos: .

<V Trar | a —
5 2 + aT_L:['_x + A XF a?]

&

SV T Tt dx=

i



1,08 METODOS ;DE.-‘INTEGRAQION- 115

.

4. fJx2+a9 dY—-—/ dx}+x ~/x2~-a2

_a2

em—e— x2 dx
\/xz-—a~ dx= d x—a®
f VX —ar VxZ=a

Suniamos:

f V x2 — a? dx=—_1)~‘x 1/x2—a2~—-%-a2IJ[X+Vx2—ai’]

r4

(Todhunter, 11)

5. f emcsc“-\— d x. (Brahy, 33) .

Vi—x®
Sea,
Ce c : : garcsenx'd x
U ==e Aarc scn x ] codu = g
. Vi—xe
d V= —.——‘X,_.._.’.*. ‘ . :.. V. = — 1/1 —Xx?
Viz=x2
- Y—_—- - 71 :Xze are senlx —+ earcsenx d x 1)
‘Sea ahora:
u= . du=dx

@ arc gen x
dv=i—e——d4x c = @arc sen x

V1-x2



]
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*, y==X e8rcsenx__ f e arc sen.x dx (2)

Sumando i restando lasigualdades anteriores (1) i (2), ob-
tenemos :

f Xe:arcsenx dx = _}_eurcsenx(x— 1/1—X2)1
V1—x2 2

/earesenxdx_-: %_earesenx(x.*. V1—x2).

71. Integracion sucesiva. —O Doble integracion por partes-' '
—Cuando la nueva 1ntegral de ‘

fudv=uv—/vdu,

no se puede integrar por ninguno de los dos métodos ante- .
riores, hacemos una segunda integracion por partes de
fvdu.

1 [ x2exdx Sea u=x2 . du=2xdx

d v=exdx o v=es
[x?exd x=x2 ex—2 [ x.e¥dx
Integremos de nuevo por partes:

Sea u=x d_ﬁ:dx

dv=_ede ' V=ex

fX2éXdX=X2ex ___2(X ex_/-exd‘x\) )
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=x2ex —2x ex}2ex
=ex (x2 —2 x+2)

2. [x3erdx. u'=vx3 .o du—3 x2dx

dv=exdx .'. v=ex.
y=x3ex -3 [ x2exd x.
Se reduce al ejemplo anterior:

y=x3ex~3 x?ex +6 x ex —6 x6

(De Comberoussé, 691)

3. [x?axd x. u==x?2 . du=2xdx
dv—-axdx Ve e— )

u=x du=dx
dv=axdx | 'v=—£’"—’;1
X2 ax 2 Xaﬁ ax
/_XzadX: Ta La(La-L2a>
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; dx-
4. xI2xdx. u=L2x Lo du=2Lx N
. & - o 1 .
dv=xdx L. Voe=- = X2
2
1 : o
¥y = ?XZLZX—/ xLxdx. -
1 1 \ -1 :
= = x2T2x — e x?Lx 4+ o= x?
5 X Lex o~ X Lx+ X
b fexcosxdx.] u=cosx .. du=—senxdx
dv=esdx L v=ex
Jexcosxdx=excosx+/ e sen x dx. (1)
u=senx . . .:du=cosxdx
dv=exdx . . ., v=ex
Jexsen x d y==exsen x— fevcos x d X (2)

De las igualdades (1) i (2), sacamoéf:

f excos x d X = -1) ex(sen X4 co8 X)

. ;
exsen xd x = -é-eh(senx~cosx)

6. fesxcosbxdx| u=cosbx  -.du=-senbx.bdx

) QB x
LV

dv=e:xdx ;- ~

i

{
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1 b
feﬂ-\'cos bxdx= Tcosb x.e¢1X+—-‘;-/eMsenbx dx.
[¢1]

u=senbx ... du=bcosbxdx

: oy
dv=erxdx .. \-'=-7)-eﬂx

/e*\senbxdx:%—suﬂ) e‘1\+.--a—-/eﬂxcosbxdx.

Como en el ejercicio anterior, sacamos:

erx (acosbx+bsen b x)
a? + b2

fe“cosbxdx:

/e“-‘sen bxdxe &8 2 X (& sen b x—b: ij’_s_b X
- : : a? + b?

(Sturm, 355H)
f X' ‘arc sen: ———i/ 2 ax
Sea

‘ E 2 a—x .
u = arc sen . g — = arc-sen.z..

. z=-—é_]/l' a—x 2= 2a  x VT =

a 4a 2=a

A u=d (arcsen-——]/ 2a—x ) dz 1 ——=d X.
2V a Vi 2 aaixE
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dv=xdx v=-;—x2

. - -
. /u dv_i x2 arcsen—-]/%’X X —-—/—-==dx
2 V4a2 - X2

Integrando por partes.la nueva integral, se obtiene:

vy = —;— X2 arc sen |/'ﬁ%—i —}--é— a? are sen%

_..;.X ~/_4_a—l2 —:x‘.’ :

x~arctgx 9 ‘
8. / —TT= dx—fxarctgxd(alctgx)

Sea
u=x2 o .du=2xdx

dv=arctgxd(arcigx). .. =% are? tg x:

fudv=?x2arc2tgx-—‘g[xarc2tgxdx.

Sea
\. .
Xdx

1+ 2 —f—arctg*{dx

u=x.arc’tgx cLodu =

dv=arctgxdx: . §7=xarc tgix+L (14-x2 )%
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Sustituyendo i reduciendo, resulta: -

Y= ( X — —;— arc-_tg,x), arc tg x—nL-]/ L+ x®

(Grr_égory; 257)

arc tg x .
9, /e—gde .
(14-x2)7

Sea
U= ewctgx .. du=_._-el“;°_§:.dx |
dv =_di_ . v= |- SX3d X ,' o
—_— ., V= -
JatE?E (x=84+1)F
— x- ) ’
o :“/‘-__lfq‘x‘z,
X earctgx r x.earctgx -
y= T~ = dx
(=) J (4x)y

Sea,

\ C _é‘a.i'cjtégx

| =j.earctgx . e d u = ——
DA 1+x2

xdx | . 1

dv=

ax '

L V= s
(14-x2 )-z— : ':s/l'—{—x‘g
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x+1

V= - eare {g x

7 2 /1 + x2

(Brahy, 35)

~

2. Reducciones sucesivas.—Iis el caso jeneral de la doble
integracion por partes.. Se emplea este método en la inte-
gracion de la potencia n» de una funcion, tal como:

ay=@Fx)dx
hacemos
u=(tx)" .. du=n(Ex)p—r () d
d ve=d x L V=X,

.

sustituimos en la formula

f’u d \7;u v—/fvdu 3
i resulta:
SEx)y d x=n [ x) )ﬂ——l‘f (x)d x.
' ADe este modo se ha conseguido rebajar en una unici'éd la
notencia. Haciendo n—1 integraciones por partes sucesivas,

reducimos al fin la potencia a una forma clemental i co-
nocida.

El mismo método se aplica a potencias de la forma

(f Xm (¢ x)m"
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dx

P

1. fL'xdx. Sea] u=L'x .-..du=nla-ix
dv=dx  .-. v=Xx
SLxdx=xL'x—n fIn—tx dx

dis evidente que la nueva integral es de foxma. mas ele-

mental gwe la primitiva. v : ‘
En lugar de haeer con la nueva 1nte°1al una segunda in--

‘tegracion por partes, ba:sca suponer suceswameute n_l

gt

2,3,...:
n=1, fL xdx=x (L x—1)
n=2, .fL"x..d .x=x (L?x—2 L x+2)
'n=3, fLox d x=x (L’x —;3 .L“-”'x—}—6 L .x-——6)
ni=4,‘ fLix dx=x (Lix--4 ‘L’.ix~}‘—12 i,;-’x—
en jeneral | |
fL"‘-x dx=x (L"}.{“—n.}_‘:’;—l ‘x;}—rglh(_n—lf) -I‘,n.-z x )
(Brahy, 36)
Z frf}—}z-‘d x Sea,::l__’ _u“—_—..L-.lx -. d u= —L—-x i}?—
| |dv=dx | L. V=X

/L}x d\ tL—lz—l— /Ia-.f
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' Sea u=IL—2x . du=.—2L—-3x%
d‘v%d‘x V=X
/ —xL—2x+2'fL—3xdx

Procediendo de igual manera, se obtienela serie:

-+ n!L—@+Dx £ ...,
(Peirce, H7)

3 /x%cosxd x=/x2 d sen x=x2‘s'en x—2 [ xsenxd x,
: .fx senxdx=—fx-dcosx#.fx_cosx-{—fcosxdx.
= X COos x+s‘en X.
: Sustituyendo este valor en la primera_ igualdad, 'sé tendra:

fx2cosxdx x2senx—t2xcosx—2s¢=nx

(Sturm, 315)
'_ 4. / x3%ex d x=x%* — Sex . 3x2d X
—x%ex —3 x2ex— Sex .6 x d x

=X%=x—3 x2ex 46 x ex —6 ex
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=ex (X3 —3 x2 46 x—6)

(De Combefouése, '692)

5. -——,1(,13\ L . Giendo dLv= dv ,
J 11x%) v
la formula

Sudv=uv—fvdu
se puede escribir, como lo. hizo Caﬁchy: :
luvdL v== uv—j uvd Lu,

Suponiendo que i v son proporcionales a las potencias X2 i

1+ x% .
x2
tendremos:
1+x2 1) .—, "2dx
L= =2~ )4 s
' —-x(l—{—‘<9 )—n+1 A=
/(1+x TR ,/ _ dL ——

. 3 | 2n—3 dx .
T 2(@m-1) (1+x2_)ﬁ+1 2n—2 ./(1+X2 yn—1

(Mot gﬁb, II, 32)
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73. Férmulas de reduccion.—Los métodos de los numeros
anteriores nos conducen naturalmente a férmulas que, como
la ultima, permiten integrar cualquiera potencia de una fun_
cion. Tales son las férmulas de reduccion, de las cuales da.

remos a conocer las mas importantes.
1. Diferenciales binomias.—Son espresmnes de la forma

xm (a+b xrpdx

en la que m, n, p son numeros conmensurables, i a, b cos-

tantes diferentes de cero. _
Para integrar dicha diferencial hai que disminuir sus es-
2 q
ponentes, i las formulas resultantes llamanse de reduccion.

1.0 Rebajar el esponente p.,

Cambiemos m en m— 1 i sea a-+b"=X; tendremos que in
tegrar .,

y:f xm—1 Xp d.‘\"

Sea ] u=Xp v du=pXp—tdX,
) xXm
dv=xm—idx .. v=" :
. m

xmXp xm’
7 = —_— o —1
y - f pXp axX:

Aqui

dX=d (a4+bx")=bn xn—1d X,

V o= ———m—— e

m : : = . o
xmXp bnp f xm+n—1Xp—1d x,
v m . m
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Tal es la formula pedida.
2.0 Rebajar el esponente m.—Traspongamos el término ne-

gativo de la fdrmula anterior:

xmXp m
hnp bnp

/ xm+n—1Xp—1dx= / xm—1Xpd x

Cambiemos m en m—n, p en p4-1:

‘ xm—n X p+1 m-n i
xm—IXpdx— — xm—n—1Xp+Id:
/\ pdx~= 5T D bn(p—}—1)/‘\l Xr+ldx

3.0 Rebajar p i m.—Puesto que

=(a+b x"p =X -1 (afb x",

tendremos que

.

[xm—1Xpd xX=a f Xni—l Xp—1d x+h /’ xm+p—1¥Xp—1 d x
i en el caso 2.0 anterior encontramos que:

4mep -
+n—1X p—1 F = -
/Xm "X .d‘\ bnp bn

f \m——l Xp d X

- Reemplazamos este valor;

[ xm—1Xpd x = ;I;pr - f'b]:l’p fxm_—lXpd.x |

4 afxm—1 X:P—:}dx.
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- Como aqui aparece dos veces la integral primitiva, redu.
cimos i despejamos:

xmXp anp .
m-np m-4np

[ xm—1Xpd x = [xm—1Xp-1d x.

w7

Estas diferenciales son integrables. cuando sean enteros

m+1 1.

ma Yy

Daremos algunos ejemplos.

i x2dxr - _ X +_l_dx
(atbx >  baatbx | b [ Jafbxr

i xmdx xm—1 4/e2 — x2
) et —x2 m

: m—1 Xﬁl—.édk
_ a2

Ver—x2
i, / dx ______ WNarfxe
xm /a2 +x2 (m—1)a? xn—1

__m—2 / dx
(m—1)a2? J xm—1 ,\/32 +x2'. o

N o -(Todhunter, Int. Calc.:,;42/45)

En la integracion de las funciones se daran a conocer las
diferentes tormas que tienen las diferenciales binomias.
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2. /xn.esxdx. Sea l u=x» . .. du=nx-I1dx -
1
dv=etxdx .. Vv= — g8z
a
y = _l.}xnen.x_ ._/Xn—leaxdx
a
1. Sea a=l1,
/x’léde=xn"eX—n/xn—1 exd x
1. Sea. n=1
/x exd x=x eX—-ex e
IOL n=2: sxterd x—=xtex—2, x exd x

=x2ex —2 (x ex —ex).

. En jeneral:

IV.

V.

. VL

/xnexd x=ex [ xn—n xn—14n (n—L)xn—2—... ]

Sea n=4:

/eaxxul‘x-—vea'x‘xt_“_ 4x? p 12xe o 24X + L
T T e et TR T Tt T as

Sea. n=j5, a= —1

JE = e (7D XK H 01204 120)

TOMO CXXlv - : . 9
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1. Sea‘ n'negativo:
i ell.x d eu;{‘ . enx
/? X= (n_l) xn—l n—1 / w(n—l

VIIL. Sea x= -—i;.

a?x® o a%x?®

eax
/= d x=Lx+a x4 1o: T 1.2.5° T

‘IX. Sea n=3, a=1

zmeed

ede

(Gré egory, 276 277)
3., xmInx.d x (Glégory',' 247)’ )
Sea - G b

,U=L“?< du nLﬂ—led—\h.

NEores ey

xm+l .

I. Sea n=1,

hm+1 L X N .'“"._'.1-3-;"?‘ e :-xm‘+ 1 ‘ -“:}:

fxmLxdx_ o1 s=—

Ve
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iI. Sea n=2,

xm+1],2 x 2

mfT mFl

fxmL2xdx=

£y
[

xm+1T, x xm+1
EES IR

III. Sea m=3, u=2

1 ] B RIS CEEE
[x*Lex d x=— x‘(logzx— 5 Lx + T)

.
R

IV. Sea m=1, n=3

f xL3xdx= %xz(Laxf%.Lz x._.. _j’?)

4. ssenmxcosnx d x. Esta es una de las integrales que
. mas aplicaciones tiene.

I. - Hacemos aljebraica)'la ‘d'eriva.da,. poniendo

3 A

R T PRI j;".,.«if i AR L P B S SO é £
z=senx .'. ~I—z2 =cosx,dx=A1—22d2z.. .,

]
]

PR RN BT S n—l1 . .
senm X cosn X dX=gm(l==72 )T - dixe S

I.  Integracion por partes., .

Sea, ‘

Hdix =~(n—1)cosn—2xX ;sen X%

u==cosnr—1x
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senm+1x
dv=senmxcosxdx .. V=——
m+1
S8
i
2 : .
B4
“. /fsenmx cos"x d x
senm+1x cosn—1x e |
= + f senm+2 x cosn—1 x dx.
m+1 1 _

Para disminuir el nuevo esponente de sen, empleamos la
trasformacion que sigue:

senm+2x =genmx (1—cos2 x):"
. fgenmx cos"x d x

senu+1x cogn—1x . n—1
‘ m+1 m+;

f senmx cosn—1x d x

n—

f senmx Cos’x d X.
m+ 1

Aqui aparece la mtegral prlmltxva trasponemos i despe-
jamos: - : .

/ senmx cos™x d'x = -

senm+1 x cogn—1x
m+n .

n—]1-

= m—f senmx COS n_2X d X

III. Haciendo u=senm—1x, d v=cos"x sen x d x,
se:obtiene . m rebajado en 2 unidades:
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senm—I1 x cosn+lx
m+n

/ senmx cos"x d x= —

/ senm—2x cos"x d x

=
m+n

V. Sea 11=O, la segunda térmula nos da:

senm—1 x cos X m-—1 )
fsenm xdx = — - + =0 /senm—‘3 xd x.

V. Sea m=0,la primera nos da:

senxcosn—1lx - n

Jcos"xdx= —1 / cosn—2xd x
v n n
VI. Simes par:
ya senmx d x = — 28X [senm-—lvx+ m%'seﬁm'—?rx
m-D@-3) " (m=1)..... .
T @) m=g) XA Ty 4. g X
(m-1)....31 %
- (m—2) ...4.2 m
VII. m es negativo, n=0:
S odx _;_ cosX | m+2"':“ dx
senmx. . . (m-1isenm—ix. ' m—I J genm—2x -
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VIIL. n esnegativo:

f senm x d X senm—1x m—1 [ senm—2xdx
cos"  (m—n)ecost—lx m—n CO8™X

IX.  Cambiando -n.por —m,
ftgmx dx =0T tgm’ ij-r——jtgm—2xdx

X, m==2, n=0:

RERTERE ¥ S S R E Sopes
T s 4

/senzx d X=~— % (sen x co8 X—X)

s
3

, XI / . — ,c(,).é ;

L tg —
sen®x  2sen®x +8 g3

wi*-‘ _
y -t
R

sen*x senx 1 -
.XII /COSX x = — = (een’ ~<+3)+Ltg[-4—

. . _ 1 s ., _?__)
XIII.fsensx cos.xd}f_— -gcos x(sen\x+“3 )

‘ dx 1 1 1
'XIV'/senxcos4=x = Bcos’x | cos X A+Ltg—2—x

XV. [tgexd x=-;)—tg3x—tgx+x.

5. fx"cosxdxXx, u=x" du=u-xn-1dx
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Ly=xUsen:x—n fixnclsenx.dx

V =—CO08 X

y=x"sen X 4n xn-1eogx“n’(n =1) ['xn—2cos x d x

I. [ x%cos xdx=%%senx+2x 08 x —2 sen x
I [x%cosx d% =x"sen x +3 X*cos'x '~6 x sehl X'<6 cos X
Im. fx sen_f:x‘ dx = —X o8 X +Sen X

Iv. _fx‘senxd}c= —xtcos X +4 x’sen x +12 x-cos x

—242sen x—24 cos x

74. INTBGRALES PRINCIPALES.--El estudio de los métodos
i ejercicios que preceden, habra dado a conocer al lector-la
forma-i-naturaleza de la Integracwn operacion que consiste
en trasformar la diferencial- propuesta hasta. reducirld a ung
de las formulas simples llamadas fzmdamentalee

En el numero 75 damos las férmulas que a nuestro juicio
son - verdaderamente fundamenta‘ s:_en realidad no. {tienen
ningun valor pmctlco sino abstracto I ]eneral

Las férmulas usuales a que hai que reducir las diferencia-
les que se quiere integrar, con mas, propiedad las llamamos
. principales, en"atencion a la 1mpor€an01a que tienén,; es’ decn' :
a la frecuencia con que-se necesitan en la Integracion.

Antes de formar este grupo de férmulas principales. he-
mos comparado i discutido cada una de’las 1’ntegrales funda-
mentales que recomiendan los autores cuyos nombres hemos
~citado en los ejereicios: algunos, como Roberts, dan-hasta 45
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. de estas formulas; otros, como Jordan, reducen su tiiimero
a 7. Creemos que las 12 formulas que siguen son suficientes
i abarcan todos los casos que pueden presentarse en la Inte-

gracion:
INTEGRALES PRINCIPALES
I.  signo: S Edx. ==X
II.  coeficiente: [ adx =z ax
I t "dx X
. esponente: - [ x"d'x = oEI
IV. Logaritmo: / = dx =Lx
A arcotanjente : f 1 dx = are tg X
T SR P R
I Y __ V1+x“
VL Log.. rad@al. f—l-_—_-;;- dx. - L T
VI Log. binomio; |———=d'x = L (x4 1T "2
g f'l/1+x2 L(x+~/l+§)
VIIL arco seno: | —m——= dx  — arc sen x
: Ji—=xT T
IX. esponencial: f exdx = Ee.-(
X. coseno: S oseinx dxoin = —Cos
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X1.. seno: . J ecosxd x = genx
XII. tanjente: J seelxdx = tg x

Para integrar las demas diférenciales, sean simples o com-
puestas, se reducen, como ya se dijo,a una de estas doce.
formulas, trasformandolas mediante uno de los métodos ya
estudiados i que pueden quedar comprendidos-en los ‘cuatro
siguientes: '

XTI Trasformaciones a";.]f?bfa'i?asj SPx) dX_—./ df k
X1V, Descomposiciones: [ ('d u::l:d V)= fduz f d v
| XV, Sustitaciont * ff(x)dx= /t ( ¢ ")¢7d i
.XYI, lz{tgg?'acion por pa‘rtfes: Ju dV=uv——/ vdu

A continuacion van las doce férmulas anteriores seguidas
de las diferentes derivadasque dan como fundamentales los- .

autores citados:

f X E'x
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1 -1 a 1. 1 f’(x)l
v. /_x'dx' T3 X x=a ax+b’ f(x)

ro1 _ 1
v /1-|—x A% — A e

- - - — iy
1—x% q--x?

1 1 _
VIL et d X 2 i e s o
'[J1+x§‘ ' X Ear

VII. | —=dx: — ——, g :
' f .'/1__..)&2 . \/l—X" ._’ Ja“?._x" e

d. i PR B S D <IN

M2x—%* ' x Vx*—at a Ax/azd:X'

Yok )

IX. - fexd:x:en X, euX+b, . gxianxigx g o

X. ssenxdX: zksenax.
XI. fcos xdx: cosax, tg X, cot X, seC X, COSeC X.’
“XIL ysec*x d x: 4 sec’ax . -

sen x © CO8 X
,

| _lsen’x

cosec’x, -
, At cos X
I A PAES

1
8enxcos x
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5. Formas fundamentales.—Las férmulas principales-an- .
teriores se pueden reducir, a su vez, a otros mas simples,
que consideramos como. fundamentales; tales.son las dos si-
guientes: ' -

Jdx=x, Ay
/-i— d x=Lx. | (B)

- La primera es la definicion misma: del.Calculo Integral, i
la segunda es el logaritmo natural de la funcion.

Se establecen estas dos formulas invirtiendo las reglas | de
la diferenciacion.

Las llamamos formas fundamentales porque son las mas
sitiples en cuanto a la forma, es decu' ‘Sl “ifréductibles o
no se pue‘den ‘descomponer en otras mas sencillas: i porque

- con su ayuda i condes métodos de Integracion, se integran
todas las diferenciales gue-hasta hoi se han podido integrar.

Conforme con esto, vamos -a;hacer la.integracion de las -
diferenciales principales, lo que, aun ¢uaando no es mas que

‘un ejercicio de calculo, servurd para completar los conoc1
wientos anteriores.

I [f=+=dx.

Una sencilla frasformacion nos da:

RN eSS

SEdx=[d(+ x)= :E"x |

O, si se quiere, hacemos

IR R R Vrimamn, i v

T X=u .. =+ dx=duv
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i se tendra - - C L
S mdx—faumum k.
: II. fadx.
{"> Como es el caso anterior:
fadx:fdax:éx
: =f.d.u=u=-a N

L fxd x.

 Intogramos por partes;

..-Sea v-

relisea oo v

dv=dx .° v=Xx
[ xd Xx=%x"%X—n /xr—1.x.d X

La nueva integral se traspone i se obtiene:

1. [x=%ndx. Hacemos =t n=m _i se vuelve al ejem-
plo anterior: - : '
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xm+1 . x=E=n+1
m+1  +n+1

[ x = dx=[xmdx=

1
' 1 1 —+1
2. Xx 37dx= {xmdx= r)r(lrrl' = Xln
| o

a X n+l
n+l

3. /ax“dx=a xX'd x=

143

. _ <
4, fn xe—1dx =n fxmdx=n.-n—==x“.

‘ 1 1 3 —
-b. ——dX=— (X" = \/X.
‘f2~/x . 2J 2, Lo

6. ['(X.d:a)iﬂdX=_/(Xd:a,)ind(xIa):r
~ =n+1

L fextbrax=Lf @rsbraeaen
_ (axtb)et
T

(f'x!n+1 )

5. [axr fixdx = [(Exnd(fn) = L
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Forma fundamental:: .
J= dx=Lx.
RS T
0 salaxes [ dx= £
o / X o X -

10. /_i_ dx=a f% dx#aLx:L(x")

11. /ﬁdx=/% =T (x—'—a,)

1 1 ,d (a-x+5 1 - C
12. /mdx=——/—L=?L(a X-rb)

ax+b

fix . rd(dx) '
B [ dx=/Tr ook,

1
V. [frdx
- 1+x?,.d;x_,

La sustitucion trigonométrica nos d4, haciendc

x=tgf .-. dx—=sec’6d6,

T4 x2Zsec?0F

1 sect o d € - , .
JTr= 0= [eerae =/ demozacia.
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14. /__ e d X.. Sea X COt o . d°x=—0088029 de:

f" T dX=./d6=0=arc cotx
| +d>= — arcty =
. 1 1 a AR N &
. Y+ 5——Fdx=—0x | ———=
a*+XxX a /i{.) 1 <
\ — arc cot —
\ a2 a

1
VL, /—_l—xz dx

El método de las - fraccmnes parc1ales nos, onduce a la
trasformacion: S . wee e

i
1——x2 dx 5



144 . MEMORIAS ‘CIENTIFICAS I LITERARIAS

1L oo fdx 1 .'-.Va+x'
18. /i xz—-azdx—""faz—x =Fo L=

3

VII]-—1=— dx
Vifx®

Sustitucion aljebraica.

‘Seu

E

14xX2=1722 -, £_=
Z

{1 dx- ]d(x—}—z
le-l—x2 f ztz

: _—-L (x+J1+x2)

[ ~/x+a2 f ?E.L(XiJm_

Sustitucion trigonométrica:

Sea
Xx=sent .-. dx=costdt:
costdt | . .
j~/1-—x2 f cost fd t=t=arc sen Xx.
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20. Jl/_l—l_—d\ Sea x—=cos:t . . dx= —sentdt
, s

fi/l—-,x2 o 4
22, / ———dx= [ o
Vo xx? J VI-(1—)?

= arc cos (1—x)

93 [ —EL _ox- [— 94X
x o/x°—a’ ,“/ . ja 2
. ] X7 1— k—} .

Fd 2 1 are cos a

_ 1 f X _ya " X"
a V a 2 1 : a
le—|— — arcsen —

\XJ a ‘X

1 X
- are sec —

_)a a
1 p:4
—= aATC COSCC ==
a - . a

_ S A T
X/ atEx 2 V;E‘_)il
' X

TOMO CXXIV 10
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IX. ferdx. Sea e =z .'.des —exd x=d 2

Jexdx=[dz=z=ex

25. [enxdx Sea nx=z.-.d X=£
n
[enxd.x-.)zit_ lf éz dz= 1 enx,
4 o n
26. [ eax+bdx. Sea ax+b=z .'.dx= —%-
) f eax+bdx= _]'_/ezdz= 1 _enX‘(’b,
S a ‘. - a
.27 [ axdx= [exLafdx= ] exna = L ax .
. ! . La La

En esta trasformacion suponemos:

tez=—gx . . z=x L a
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.". ax=exLa

Lofong o L. anx
fande-—TfaZdz-—n T

29. /aXLadx.=La E‘; =ax

X, [senxdx.
Segun las ecuaciones de Euler, tendremos:

eix—g—ix
/senxdx—-f————dx

’ 1 . .. e —ix
=p (e semdx

. 1 ’eix . eix ‘
el ( T3 )

eixye—ix

T e e— = = (08 X

' B ’ .;, ) .2‘

30, /[ senaxdx=%fsena{xd(ax)

1.
—— COS & X.
a .

XI. feosxdX=]sen (900—x)dx
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31,

- 33

= [ —- sen (905— %) d (90°—x)

= cos (90°—x)=sen x

32,
cos X CO8 X
d sen X
f cot x d x == f—»—-—n.-_aL sen X
' senx .

1 1
/ cosaxdx:;—fcosaxdax:-a—senax.

/tgxdx=/sen_xh_=_/ﬂ ——L

fcosec xd x‘=J

XIL [ sec®x d x.

fseczxdx:f
-f

senx ¢ 1—cos’x

L /1+cosx
l——cos X

cos?xX 4-sen?x -

1
——— dX:f 2.
cos?x Cos’X.

cos » d sen X -~ sen x d cos X

dx

cos?x

. cosxdx : dsenx
[secxdx= e s
cosx cos?x 1— seil

B l+senx _ 1(1
=Lb V—lzsenx ~Ltg 2(_§-W+X

(( dx . [ —=—deosx

)
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5 sen X
~if a = tgx
g Ccos X i

36. fseclaxdx = %—fsecza xdax

= % tg ax
3. [ cosecfzi d x% [sec?(900—x) d x
= —tg (900 —x) = —coii 5.
sen X . .

38. fm dx=—fcos~Ixdcosx .

=cos—1lx=5e¢ X.

Cco8 X.

39, ———d x=fsen—2xdsenx N
J sen®x /
‘= —gen—lX== —cosec X.
o dx " ‘
! cos’x .\ dtgx -
gen X cos X sen X tgx
. COS X - -
= L tg‘ X,

Valparaiso, Febrero 23 de 1909.

CArLOS WARGNY.
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AUTORES CONSULTADOS

Appell

Bertrand
Boucharlat
Bossut
. Bowser

" Brahy
Briot]
Byerly

Carnot

Catalan
Cauchy
Claudel

Comberousse

. Cournot
Cox

Daries
Davies
" Duhamel

Edwards
~ Euler

Fourcy
Francoeur
Frenet

" Freycinet

Greenhill

Grégory

Haag
Hall
Halley
Hermite
Hind
Houél
Humbert
Hutton

Jarrett
Jordan

Karnack- °

Lacroix

Lardner.. ... . .|

Laurent
Legendre
Leibnitz. . . -

Longchamps o

Mac Laurin

"Millar ‘

| Moigno

| Montférrier

. |Morgan - : .
«|:Murphy - - |

Newton”

, _NieWenngWSki

Osborne

Pauly
Peacock
Peck

| Peirce

Perry
Potts
Price
Pruvost

Raffv . .
Roberts- - -
Rouse Ball

Russell

Serret

Smith
Sonnet ..
Stoffaes .
Stone

Sturm.

Tannery
Timmermans

| Tisserand |

Williamson -




