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1. INTRODUCGCION

La busqueda de soluciones éptimas es una actitud natural en el hombre al
encontrarse inmerso en un mundo de recursos escasos. Durante milenios
esa busqueda se realizé utilizando capacidades bésicas como el instinto, la
intuicion, la imaginacidn, la experiencia y el razonamiento plausible. En
las Gltimas centurias, la ciencia ha venido en ayuda del desarrollo tecnolo-
gico, permitiéndole encontrar soluciones razonablemente seguras y eco-
ndémicas apoyadas en leyes interpretativas de los fenomenos naturales y
en herramientas matematicas adecuadas. ‘

A comienzos de este siglo hubo algunos intentos primarios de encon-
trar leyes y relaciones matemiticas para las estructuras éptimas; sin em-
bargo, esos trabajos pasaron al olvido por ser muy teéricos y no disponer-
se en esa época de las herramientas poderosas de andlisis que existen hoy
en dia (1, 2). S6lo en la década de 1940, por necesidades de la industria
aeronautica, se comenzaron a desarrollar métodos de diseno estructural
optimo orientados a aplicaciones practicas (3). En la siguiente década, la
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disponibilidad del computador catalizé el desarrollo de esta drea de la
tecnologia y de la ciencia (4, 5).

La mayor parte de los esfuerzos en el desarrolio del disefio 6ptimo ha
estado orientada a materiales supuestos homogéneos e isotrépicos, como
el acero. Sin embargo, la industria aeroespacial ha exigido estudios de
materiales compuestos y, ademads, en los Ultimos arfios, se han estado
estudiando las estructuras 6ptimas de hormigén armado (6-10).

El disefio 6ptimo de estructuras hiperestaticas es normalmente un
proceso iterativo en el cual se requiere realizar varios analisis estructura-
les seguin cambien las variables de disefno. Estos sucede en las estructuras
de acero cuando las variables son de dimensionamiento y estan, por lo
tanto, asociadas a las secciones transversales de los elementos. Siendo el
hormigén un material mas complejo que el acero, su disefio 6ptimo se
puede tratar, sin embargo, en forma mas simple. En efecto, si se trata de
dimensionar secciones donde, como es habitual, se supone fija la seccién
de hormigén y se busca la armadura éptima, las propiedades de rigidez
relativa de las diversas secciones de la estructura permanecen esencial-
mente fijas, y es necesario, entonces, realizar un solo analisis estructural
para encontrar la armadura minima de cada seccion.

El tratamiento del problema del dimensionamiento 6ptimo de seccio-
nes de hormigoén armado sometidas a flexién compuesta se puede dividir
en dos métodos: uno analitico para el estudio de secciones rectangulares
en flexion compuesta recta y otro numérico para flexién esviada y seccio-
nes de forma cualquiera (11). En este trabajo se presenta el desarrollo
analitico para el primer caso, basado en las disposiciones del codigo ACI
318-83 (12), ya que éste constituye la base del cddigo chileno de hormigon
armado actualmente en estudio. Como resultado practico, se entregan
dbacos de dimensionamiento. Este problema ha sido tratado en forma
similar aplicado al cadigo CEB (7, 8, 13, 14, 15).

2. H1POTESIS DE DISERO

Se utilizan las disposiciones del cédigo ACl 318-83, destacindose las
siguientes: '

a) Una seccién plana se mantiene plana después de deformada.

b) Se desprecia la resistencia a la traccion del hormigon.

¢) Seusaun bloque rectangular de tensiones del hormigén en un estado
limite ultimo. La tensién tiene el valor 0.85 f; y el bloque alcanza la
produndidad B¢, siendo ¢ la profundidad de la fibra neutra.

d) El acero tiene un comportamiento elasto-plastico.
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e) La mixima deformacién permitida para el hormigén comprimido es
de 3 %o. Este valor es el Ginico pivote para los estados limites tltimos
de deformacion.

f) Las armaduras estin limitadas por valores maximos y minimos.

3, FORMULACION DEL PROBLEMA

La seccion de hormigén se supone fija y se busca la armadura minima. En
el caso de flexién compuesta recta se pueden definir una armadura
superior y otra inferior, que se pueden especificar por dos variables de
diserio independientes, A,y A/, en que A, representa el drea transversal
de la armadura inferior, que se supone la mas traccionada o menos
comprimida de la seccion, y A,’ representa la armadura superior.

Las restricciones del problema se refieren a que las deformaciones en
la secciéon no deben sobrepasar nmgun estado limite ulumo Luego la
formulacion del problema es la siguiente:

Determinar A,y A/

tal que A, = A; + A/ — min

sujeto a que la distribucion de deformaciones no sobrepase ningtin estado
limite dltimo.

4. ANALISIS DE UNA SECCION RECTANGULAR

Los estados limites altimos de deformacion del codigo ACI especifican un
pivote asociado a la deformaciéon maxima de compresion del hormigén,
que es de 3%o. De acuerdo con esto, el campo de deformaciones ultimas se
puede dividir en 3 zonas:

Zona |l : ambas armaduras estin traccionadas
Zona Il :la armadura superior estd comprimida y la inferior traccio-
nada,

Zona Il : ambas armaduras estin comprimidas.

La Fig. 1 muestra la geometria de la seccion rectangular y un estado limite
ultimo de deformacion genérico. La nomenclatura mostrada en la figura
es la siguiente:

h = altura total de la seccién,
b = ancho de la seccion,
d = altura util,

d’ = distancia del extremo de la seccion al centro de gravedad de la arma-
dura; se supone igual para ambas armaduras.
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Fig. 1. Flexion recta en seccién rectangular.

¢ = profundidad de la fibra neutra.

I

a = profundidad del bloque de tensiones.

De acuerdo con el cédigo ACI el valor del factor B, es
B: = max [0,65; min {0,85; 0,85— 0.008 (f. — 30) }] (1)
En esta férmula, la resistencia especificada a la compresion del hormigon
estd medida en MPa.
5. ESFUERZO RESISTIDOS POR EL. HORMIGON SOLO
En el anilisis de la bisqueda de la armadura 6ptima conviene expresar

separadamente las resistencias del hormigdon y de las armaduras de acero.
Por conveniencia se definen las siguientes variables adimensionales:

= L
g= < @
o = —‘lil' 3)
Ve T g @
M,
He = W : (5)
donde

= esfuerzo resistido por el hormigén,

= P, e. momento resistido por el hormigén con respecto al centro de
gravedad de la seccién,

f'. = resistencia especificada a la compresién del hormigén.

=
=
|
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La convencién de signos que se usara para los esfuerzos es la siguiente:
son positivos el esfuerzo de compresién y el momento que tienda a
traccionar la fibra extrema inferior.

De las definiciones anteriores, y considerando la Fig. 1, se deduce que
las expresiones de los esfuerzos en el hormigén son:

v = 085 B ©®)
pe=085 pe-py )

Estas expresiones dependen del parametro £, el cual se puede eliminar,
dando la relacion directa entre v, y p. siguiente,

Ve

e ) ®)

La ec. (8) es lIa de una parabola y representa la curva de interaccion de los
esfuerzos en el hormigén. Esta ecuacién es vilida hasta que la profundi-
dad del bloque resistente del hormigén sea igual a la altura total de la
seccion; en esta situacion se tiene

Bec=h 9

lo que da para £ el rango de validez

0=g= (10)

1
B
El maximo de la pardbola, definido como estado limite M, se produce

para los siguientes valores

_ 085 _ 0,85 _
VeMm D) » PeeM -8 » Em _231 (11)

Otro punto interesante de la curva es el que caracteriza al estado balancea-
do, o sea, aquel en que se alcanzan simultdneamente la deformacion
maxima de compresién en el hormigén de 0.003 y la deformacién ey en el
acero, que corresponde a su resistencia especificada a la fluencia f,. En
este caso se cumple la relacién

1 - ¥

ST TeB (12

donde e, estd expresado en %o. Este punto se denomina B.
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Fig. 2. Curva de interaccion de los esfuerzos resistidos por el hormigén solo.

La Figura 2 muestra la parabola de la ec. (8), en la cual se destacan
algunos puntos relevantes, que se describen a continuacién.

Estado O: ¢, =0
Estado S: & = &

Estado B: &g = 1-8

1 +¢g,/3
Estado M: &y = #
EstadoH: &g = 1 — &
Estado J: § = B;
cg= 1 =8
Estado F: & [— &3

Los estados S y H son, respectivamente, los limites entre las zonas 1 'y
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I1, y Il y I1I definidas en la Seccién 4. El punto ] corresponde al instante
en que el bloque de compresiones llena completamente la seccién. Para
deformaciones mayores, el acero es capaz de seguir acortdndose pero el
hormigén ya alcanzé su maxima resistencia. Las deformaciones culminan
en el estado F, donde ambas armaduras alcanzan la fluencia.

6. ESFUERZOS RESISTIDOS POR
LAS ARMADURAS

Si P es el esfuerzo que toma una armadura, el momento de ese esfuerzo
con respecto al eje de la pieza rectangular es (ver Fig. 1).

M= P (D - d) - (13)
Dividiendo por bh®*f’. y ordenando, se obtiene

s =05 -¥ (14)

vS
siendo i, = M;/bh2f. y v, = P,/bh f,
La ec. (14) indica que los esfuerzos en las armaduras p, y v, estin sobre
una recta en el grafico p—v. La pendiente de esa recta vale

, 1

i x-p (19
para la armadura superior y
m= - G5 (16)

para la inferior. En efecto, de acuerdo con la convencién de signos, si la
armadura superior estd comprimida ambos esfuerzos p’ y v, son positi-
vos, y si estd traccionada ambos son negativos, dando como resultado
m’ > 0. En el caso de la armadura inferior, si esti comprimida, v; >0y us < 0,
y si estd traccionada, v, < 0 y i, > 0, dando en ambos casos m < 0.

En la bisqueda de la armadura total minima imponemos la igualdad
entre los esfuerzos solicitantes mayorados y las resistencias nominales
minoradas.

Pu = ¢Pn ' i (17)
M, = ¢M, (18)
€n que

P,, M, = esfuerzo axial y momento solicitantes mayorados,
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P, M,
¢

esfuerzo axial y momento nominales,

factor de minoracién de resistencias.

De acuerdo con el ACI 318-83 el factor ¢ vale 0,9 para flexién pura o
flexotracciény 0,7 para flexocompresion en que ¢Pn > min (0,10 fc Ag; ¢Ps).
Para valores de ¢P, entre 0 y ese limite, los valores de ¢ se pueden interpolar
linealmente. Aqui Py, es el esfuerzo axial resistente nominal en el estado
balanceado y Ag es el area total de la seccién.

Sise descomponen los esfuerzos resistentes en los correspondientes al
hormigon y a las armaduras de acero, las ecs. (17) y (18) se pueden escribir
en las formas

P, = &P +P +P)) (19)
M, = oM + M, + M) (20)

y en forma de las variables adimensionales de esfuerzos, las expresiones
anteriores quedan como sigue

Vy = (b(vc + v + vs’) : (21)
Bu = O(Re + B + 1) (22)

Dado un estado limite altimo, se tiene establecida la posiciéon de la fibra
neutra. Con este dato, dado que la secciéon de hormigén es fija, se pueden
calcular los esfuerzos del hormigén (., v.), ademads de las deformaciones
en las armaduras. Por lo tanto, definido un estado limite dltimo y dado un
vector de disefio (., v,), las incognitas del problema son los vectores (ju,
v,) ¥ (', vS'). Para resolver estas cuatro incégnicas existen cuatro ecuacio-
nes que son: las ecs. (21) y (22) y dos ecuaciones provenientes de aplicar la
ec. (14) a las armaduras superior e inferior.

7. ESTADOS LIMITES ULTIMOS COMPATIBLES CON
UNA SOLICITACION DADA

El sistema de ecuaciones anterior no siempre tiene solucién ya que ésta
estd sujeta a la compatibilidad de los signos de las deformaciones del
hormigoén y del acero. En efecto, los puntos S y H de la Fig. 2 son los
limites entre deformaciones de traccién y compresién de las armaduras;
de esta manera si ambas armaduras estan traccionadas, sélo se pueden
alcanzar estados limites altimos de deformacion en la zona O S (zona 1); si
la armadura superior esta comprimida y la inferior traccionada, se podra
alcanzar la zona S H (zona II); y, finalmente, si ambas armaduras estan
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comprimidas, ellas se asocian a disefios en H ] (zona I1I). Por otro lado, los
esfuerzos (u, v) en una seccién se pueden descomponer en tres vectores:
uno que representa los esfuerzos en el hormigén, otro que representa los
esfuerzos en la armadura inferior y que es paralelo a una recta de
inclinacién m (Ec. (16)) y el ultimo que representa los esfuerzos en la
armadura superior y que es paralelo a una recta de inclinacién m’ (Ec.
(15)). En la Fig. 3 la recta SS’ tiene la inclinacién

6 = arctg m (23)
y la recta HH' tiene la inclinacién

6’ = arctg m’ (24)
teniéndose, ademds, por las ecs. (15), (16), (23) y (24)

6=—-190 (25)

Por ejemplo desde un punto A (vector OA de esfuerzos en el hormigén), de
lazonal, se pueden trazar vectores AA; y AjAg que representan esfuerzos en
las armaduras que son paralelos a SS’ y HH’' y deben tcner sentidos de
descenso, ya que ambos esfuerzos v son de traccién, y por lo tanto negativos.
Por las caracteristicas de esta construccién geométrica, se infiere que para |l
positivo los estados limites 1iltimos de la zona I (zona OS) se pueden alcanzar
s0lo por solicitaciones situadas en el area limitada por el eje vertical, la linea
OSyla SS’, drea que se denomina I.

Usando el mismo razonamiento se define la zona de solicitaciones
situada entre las lineas SS’, SH y HH' para alcanzar estados limites dltimos
de la zona II (zona SH), cuya construccién tipica de esfuerzos en las
armaduras es EE; (vector descendente) y E,Eq (vector ascendente), co-
rrespondientes a: traccién en la armadura inferior y compresion en la
superior.

Finalmente la zona IIl tiene una construccién tipica de vectores
ascendentes CC, y CCy, que corresponden a ambas armaduras en com-
presién, y esta limitada por las lineas HH', H]J y el eje vertical.

La Fig. 3 presenta entonces, un resumen de las diferentes zonas vy
construcciones de vectores de esfuerzos, mostrando las restricciones exis-
tentes para asociar un vector de fuerzas solicitantes con un estado limite
ultimo de disefio.

Notar que estados en que p. < 0 (zonas OS, y JH;), se pueden alcanzar
desde puntos con W, > 0. Ademis, debe tenerse presente que desde una
solicitacién no siempre se pueden alcanzar todos los estados tltimos en la
zona correspondiente. Por ejemplo, desde el punto Dy, por construccién,
solo se pueden alcanzar estados limites tltimos en la zona parcial SD.
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Fig. 3. Estados limites tltimos compatibles con una solicitacién dada.
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8. DIMENSIONAMIENTO OPTIMO

Para determinar la cuantia total minima de acero correspondiente a una
solicitacién cualquiera (p,, v,), se estudiara el comportamiento de esa
cuantia cuando varia la profundidad de la fibra neutra.

Por conveniencia se trabajara con los valores absolutos de los esfuer-
zos p y v. Las variables de dimensionamiento seran las cuantias mecanicas
de las armaduras en representacion de las areas transversales.

A f,
*=TBht, (26
A/ f
[ s y .
“ T Tbhtc @)
El esfuerzo adimensional que toma una armadura genérica es
V. = Ps _ As fs ¢ .
*T Bbhf. " TBhT, (28)
De la ecs. (26), (27) y (28) se deduce que:
f,
W = Vg f' (29)
y, similarmente,
R ’ f\‘
W, = Vs f; (30)
Por consiguiente, Ia funcién objetivo a minimizar es
r f) 1] f‘
R e i e (31)

La armadura o, minima se deducird calculando la derivada de w, con
respecto a la profundidad de la fibra neutra en las zonas I, 11 y 111

Zona I: ambas armaduras en traccion

En esta zona el factor ¢ es variable, sin embargo, dado que el vector de
esfuerzos solicitantes (., vu) es un dato en la optimizacion, el factor ¢
también tendra un valor fijo, de acuerdo con el nivel del esfuerzo axial v,,.

Como se esta trabajando con los valores absolutos de los esfuerzos, las
ecuaciones de equilibrio (21) y (22) se pueden escribir, para el caso de
ambas armaduras en traccién, como '
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vu=¢vc—¢v;_¢vs\ (32)
Bu = Ope — S ps + & ps (33)

De las ecs. (32) y (33) mas dos ecuaciones deducidas de la ec. (14) aplicada
a cada una de las armaduras, se obtienen los esfuerzos en las armaduras,
con los siguientes resultados: :

_ 1 v ] 1 Pu

Vs = _2' (vc d) + 1 - 2% [ d) llc] (34)
N U . U T

BT T g -2 | & ”‘] 4%

En la zona I la profundidad de la fibra neutra esta en el rango
0<¢E<¥d ' (36)
Para valores de recubrimientos usuales, se tiene

=8 <&y =——
&m = 2B| 37
Por lo cual, al no alcanzarse el maximo de la parabola de Fig. 2, los valores
deladerivada dv./dp. son siempre positivos en el intervalo (0, §). Por otro
lado, es facil verificar que en este intervalo la armadura inferior esta
siempre en fluencia para valores de 8 entre 0,05y 0,20 y para los aceros
usuales A 44-28 y A 63-42; en cambio la armadura superior fluye en
traccion hasta una profundidad de la fibra neutra cuyo valor es
fg=—2 (38)
1 +-2

con €, en %eo.
De acuerdo con esto, en el intevalo (0, 8 ) se tiene siempre para la
armadura mfenor

f,=f, ' _ (39)

Para la armadura superior, se define el factor
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B

K==~ >1 (40)

=h

s

en que el valor K = 1 se produce para § <&/

Considerando las relaciones anteriores la ec. (31), que da laarmadura
total, se puede escribir en la forma

o =v, + Ky (41)

‘De esta expresion se tiene, derivando con respecto a §,

dw dv dv,’ d K
— = s s + )
ET: & + K & TE Vs (42)

Desarrollando el ultimo término del 2° miembro de la ec. (42)

' f.
Y
v’dK = rd(fs') = -/ f, df/
*dE % Tag o T TWTETT Tde
__ v dy e/ dE/
= £ K dE £ dE (43)

Reemplazando la expresion de ec. (43) en la ec. (42) queda'

dw, _dy dvy/ o/ dfy’
& - —a TR £ & (44)

Las expresiones de las derivadas de los esfuerzos axiales de lasarmaduras
se deducen de la ecs. (34) y (35), y son

__vu_ My
w1 [ 577 1990 a4y
d¢ 2 dg d¢ 1-2¢" dg d§

vy Vu
dvy 17 dv, 45D 1 137 a4
d T & dt ]—l_ﬁ[ dt dg

pero vy/d y p,/d son constantes, luego se tiene
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dvy 1 du

1
=~ - 7

G 2 T 1-925 dE 47

dvy  1dv, 1 dp '

& T 2a T1-25 a& (48)
Reemplazando estas expresiones en la ec. (44) y ordenando resulta

doy _ 1dv. (1+K)+ 1 K- 1)(0 dt/ 49

& " 2a 28’d2‘,( £ dE (49)
Analicemos, ahora, el signo de la derivada dw/d§.

El esfuerzo axial en el hormigén vale -

ve=085p;§ (50)
luego

dv :

d_F: =0,85p, >0 (52)
Veamos ahora el signo de dp/d§,

W _ e D (52)

d¢ "~ dv, dE

ya que du/dv. > 0 en el intervalo en estudio.

Con respecto a ‘otros términos de la ec. (49), al ser K 2 1 se tiene
que K+ 1>0yK-120. Ademds al término (1 - 28’) > 0 para valores
de & hasta 0,20. ‘

Como resultado de lo anterior, se deduce que los dos primeros térmi-
nos del 2° miembro de la ec. (49) son positivos. Queda por analizar el
~ tercero.

Con este prop051to se calcula la expresnon para la tensién en la
armadura superior.

De la Fig. 4 se deduce la relacién

e/ = 0.008 (-4 - 1) = 0.003 (% -1 (53)
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0,003
e d I

Fig. 4. Determinacién de la tensién en la armadura superior para ¢ <d’ (ZonaI).

Si f; < f,, se tiene la relacion:
£ = E g , (54)

La ec. (54) se puede expresar en funcién de &.

= 0003 E (- - ) | (55)
cuya derivada es '
¢ 0003 E - o (56)

dg

que muestra que es siempre negativa. Por otro lado si f; = f,, esa deri-
vada es nula. Por consiguiente dado que f; esta en valor absoluto, el ter-
cer término del segundo miembro de la ec. (49) se suma positivamente o
es nulo, con lo cual se deduce que la derivada dw/d§ es positiva para
valores de § entre 0 y &', o sea, en la zona 1.

Se concluye que dentro de ese intervalo la minima armadura se
produce para el estado 0 (ver Fig. 2).

T

Zona Il: Armadura superior comprimida
e inferior traccionada

Esta situacidn corresponde a estados limites tiltimos dentro del tramo SH
de la Fig. 2.

Trabajando con los valores absolutos de los esfuerzos, las ecuaciones
de equilibrio (21) y (22) toman la forma

v, = bv. + dv, — b, o (57)

By = Ope T Ops” + O, . (58)
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De estas ecuaciones mas dos ecuaciones deducidas de la ec. (14) se des-
pejan los valores de los esfuerzos en las armaduras, dando

1 u 1 u
Vg = '—2- [Vc - ]jT + T=55" % - p'(] (59)
_ 1 Vu 1 [T
Vs = 5 T—VC]“LITZS’ 3 —P'c] (60)

Para valores de 8’ entre 0.05 y 0.20 se tiene en los puntos extremos Sy H
de este intervalo

min & = 0.05 61)
max & = 0.20 (62)
min &; = 0.80 ' (63)
max £y = 0.95 ’ (64)

Para analizar el criterio de disefio 6ptimo en esta zona conviene dividir el
intervalo en estudio en tres partes:

i) La armadura inferior fluye, la armadura superior no fluye.
El rango de valores de la profundidad de la fibra neutra es
Gs<E <& (65)

en que &’ es el valor asociado al caso cuando fluye por compresion la
armadura superior. Su valor es

& &, (66)

con g, en %o.

il) Ambas armaduras fluyen.
El rango de £ es
¢ =E<E&s : (67)

en que &g corresponde al estado balanceado (la armadura inferior
empieza a fluir), y tiene el valor dado por la ec. (12).

iii) La armadura inferior no fluye, la superior fluye.

Esta situacién se produce para £ en el rango
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Ep=E=E&y (68)
A continuacion se estudia cada uno de los tres casos en relacion a la
. determinacion de la armadura éptima. :
Caso 1)

Partiendo de laec. (31), y haciendo un desaerll() similar al dela Zona, se
llega a la expresion
do, dy,

dv,’ w,’ df,’

& ~ @ K@ T de (69)
donde en este caso, f;=f,, f'<f, y K=£f/f/>1.
Las derivadas de v, y v," se obtienen de la ecs. (59) y (60).
dv, _ 1 dv, _ 1. dp,
Tt T2 T at T-2% dE 0
v _ 1 _dve. ___ 1 dps. (71)
d¢ 2 d¢ 1 —28 dt

Reemplazando las derivadas de las ecs. (70) y (71) enla ec. (69),Vy ordenan-
do, se llega a

do, _ 1 duw, T 1 dpe _Ls'_d_fsl \
e - "7 at K V-3 —ar KD (2

Para rangos de & entre 0,05 y 0,20 y aceros A44-28 y A63-42, se puede
demostrar que en el Caso i) se trabaja bajo el méaximo £y de la curva de
interaccién, lo que implica que alli tanto p, como v, son crecientes y sus
derivadas dp./d€ y dv./d€ son, por lo tanto, positivas. Por esto, los dos
primeros términos del 2° miembro de la ec. (72) son negativos. Para el
tercer término se analiza el signo de df;/d§

De la Fig. 5 se obtiene

£/ =E, ¢, = 0,003 E (1 - ST' ) (73)
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0,003
o ®© o ° ¢ | ES'/ d’
' __!__/

Fig. 5. Determinaci6n de la tensién en la armadura superior para ¢ > d’ (Zona II).

_df 0003 B, -2 >0 | (74)
d¢ 13
La relacién (74) indica que el 3" término en la ec. (72) es también
negativo.

Por lo tanto, en el primer tramo de la Zona II se tiene
dw : =
——t
dE <0 (75)
Caso i)

En este caso ambas armaduras estan fluyendo (salvo el caso particular de
acero A63-42 y recubrimiento 8’ = 0,20). Por lo tanto, salvo esto ultimo.

fs = fy y fs, = fy (76)
con lo cual
df,  _  dfy _ -
iT: at 0 (77)
y, por lo tanto, de las ec. (69), (76) y (77) se obtiene
dw dv dvy,’
—_1 = S s
a - T 78)

Reemplazando el valor de las derivadas de la ecs. (70) y (71) en la ec. (78),
queda '

do, _ _ 2 dp. '
dt =2 —de -9

De la ec. (6) se deduce que -

dvy,
—f—dg >0 (80)
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Sin embargo, el signo de la derivada du./d€ va a depender de si el estado
balanceado, que es el limite superior del Caso ii, se produce antes o
después del estado de maximo momento M de la curva de interaccion del
hormigén, lo cual depende de las variables de disefio. Por lo tanto, se
pueden presentar las siguientes situaciones:

%:t— =0 para  E£=ém
dv,
dp
Por lo cual, se deduce que
Si £y < &m, entonces para todo €, dp/dv. > 0, lo que implica, por las
ecs. (79) y (80), que dw/dE < 0.
Si &g > Em, entonces para £ < £y se tiene dp/dv. > 0y dw/dE < 0. Por
otra parte, para £y < £ = &g, se tiene dp/dv. <0, lo que implica dw/d§ >
0.

<0 para £> &m

Caso iii)
Para este ultimo rango se tiene
=1t yf <f,

Para estos valores, la ecuacién de la derivada de la cuantia mecanica total
queda

do, _ dv/ + dv, df,
de T A AT ®h
en este caso
f,
K= —f;— > 1 (82)

Reemplazando los valores de dvy/d€ y dv,'/d€ de las ecs. (70) y (71) en la ec.
(81), se tiene ordenando la expresién

do, 1 dv, 1 dp.

K - 1 wg df;
( )" T—35 d

dE

(K+1) -

dE 2 T de

(83)

El limite inferior de este dominio es el estado balanceado; por lo tanto,
habra que distinguir aquellos puntos en que el estado de momento maxi-
mo M pertenece al dominio.

Para determinar el signo de df; /d¢ consideremos la Fig. 6.
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0,003

eoee | Y _ _ -
£s d’

Fig. 6. Determinacién de la tensién en la armadura inferior parad’ < c < d (ZonaIl).

De la Fig. 6 se deduce que

f, = E £ = 0,003 E, [% (-8 - 1] (84)
luego '

_325_ = - 0,003 E, .l_é'?i' <0 (85)
ya que d' < 1.

Tomando en cuentala ec. {(85) y que dv¢/d§ >0y K> 1, se deduce que
el primer y tercer término de la ec. (83) son sumandos positivos. En
cambio, el segundo término puede cambiar de signo si el estado M se
encuentra dentro del dominio considerado, o sea, si &m > Ep. En este caso,
para todos los valores de & en el rango &g < £ < &u, se tiene dpc/dve > 0, lo
que conduce a du./d€ > 0, y el segundo término de la ec. (83) se restaria:
en cambio, para § > Eum ese término se suma igual que los demdsy dw/ d§ > 0.
Se puede demostrar que para los valores usuales de los parametros de diseo,
dw, / d§ resulta positivo para el caso en que se resta el segundo término de la
ec. (83).

En resumen en todos los estados del caso iii se tiene dw,/d€ > 0.

Zona I11: ambas armaduras en compresion
Las tensiones en las armaduras cumplen las condiciones
ff=fyf=f (86)

para un rango de la fibra neutra dado por &€y < £ = &f.
Considerando el sentido de los esfuerzos en esta zona, las ecuaciones
de equilibrio en valores absolutos son:
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Vu =¢VC + ¢VS + ¢VS’ (87)
My = Ol — OM + O (88)

De las ecs. (87) y (88) y de la relacién entre los esfuerzos en las armaduras
(ec. 14) resultan las siguientes expresiones paralos refuerzos axiales en las
armaduras.

v ’ — _1_ Vu - + 1 wu — .
S 2 ¢ Ve 1 — 287 ¢ e (89)

=i. Vu —_ - 1 Py -
b P e ]

La derivada de la cuantia total tiene, para este caso, la siguiente expresién

do, _  dv/ dvy, o df;
& " & hTw TR & o
K=_ty

conK = £ =1 _ (92)
A partir de las ecs. (89) y (90) se calculan las derivadas de vy y vy

dv/ 1 dv, _ 1 dp. '

& - T T d& T—9 —di (93)

dv, _ _ 1 dy 1 du,

& T & 1- & o

Reemplazando los valores de las derivadas de las ecs. (93) y (94) en la ec.
(91) y ordenando se obtiene:

do, _ 1 dv, 1 du o df 95
- "2 B*D+i55 e K-V -7 & %)

Esta zona est4 lejos por encima del maximo de la pardbola de interaccién
del hormigén solo, luego se tiene

d .
_d%:_ <0 . 96)
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De esta manera, los dos primeros sumandos de la ec. (95) resultan negati-
vos. Para el tercer término se estudia la variacion de la tensién de compre-
sion de la armadura inferior. -

0,003

e e 0 0 | — — — _|_—_= . 2

-y

Fig. 7. Determinacién de la tensién en la armadura inferior para ¢ > d (Zona III).

De la Fig. 7 se obtiene

f, = E, &, = 0,003 E, [1 - % (1 - a')] 97)
De aqui se calcula la derivada
df 1 =¥
—73— = 0,003 E, 98
dt E (98)

por lo cual se deduce que df/d§ es siempre positivo.
En conclusién, se tiene que para esta zona en que ambas armaduras
estan comprimidas la derivada

dw
T <0 (99)

9. CRITERIOS DE DISENO OPTIMO

De acuerdo con los resultados de los signos de la derivada de la armadura
total en las distintas regiones definidas para los estados limites tltimos, se
puede deducir los criterios de dimensionamiento éptimo. Estos se descri-
ben a continuacién.
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Zona I: ambas armaduras traccionadas

Cubre el rango de deformaciones entre O y S (Fig. 2). En esta zona la
derivada de dw/d§ es siempre positiva. Para el analisis del diseiio éptimo
es necesario dividir la zona en dos subzonas, Ia e Ib, a partir de una linea
trazada desde el origen O con direccién 6 (ver Fig. 8). Considerando el
signo de la derivada se infiere que la profundidad de la fibra neutra debe
ser lo mas pequena posible para obtener la menor armadura total w,. De
acuerdo con esto, en la subzona Ia el disefio 6ptimo se encuentra en el
punto O, donde el hormigdén no aporta resistencia y sélo actian ambas
armaduras con su tension de fluencia. Por ejemplo, en la Fig. 8, dada la
solicitacion A los esfuerzos de disefio 6ptimo en las armaduras, que en
este caso son iguales a las respectivas cuantias por ser ambas tensiones
iguales a las de fluencia, son OA, para la armadura inferiory A ;A parala
superior.

En la subzona Ib se puede deducir graficamente, por la orientacién
que deben tener las rectas correspondientes a las resistencias de las
armaduras, que es imposible alcanzar el estado O. Luego el criterio es
alcanzar el punto asociado a la menor profundidad de fibra neutra
posible. Por la construccion de las rectas representativas de los esfuerzos
en las armaduras en esta zona, lo anterior se logra dimensionando sélo
con la armadura inferior. En la Fig. 8, el disefio 6ptimo desde la solicita-
cioén B’ alcanza el estado limite Gldmo By’

Zona I1: armaduras inferior traccionada
3y superior comprimida

Esta.zona estd comprendida entre los puntos S y H del diagrama de
interaccion del hormigén solo (ver Figs. 2 y 8). De acuerdo con los
resultados del analisis del signo de dw,/d§ hecho anterlormente se resu-
men las siguientes conclusiones: :

a) Siky > &g

Entonces se obtiene lo siguiente para los diferentes intervalos de los
valores de &:

B S E < b <0

d&
do,
< . e TN
<& < & aE <0
do,

€< & < &u: —5.» <0
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A I IITb
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I
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J
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IIb
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D
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5 H

Fig. 8. Criterios de dimensionamiento 6ptimo.
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§M5§<§H:ﬂ"— >0

= d
b) Si & <&

gss§<§c.:Ld‘zx— <0
gc’sg<§M:Ldu§)L <0
§M$§5§132({d—u§)l >0

nggng;_d;’g‘_ >0

De acuerdo con lo anterior, se puede afirmar que si se define un estado
limite daltimo Z, el que tiene asociado una profundidad relativa de la fibra
neutra £, tal que:

€, = min (£ &m) (100)

se tiene para toda la Zona II:

&sS€<§z:Ld‘zr— <0
dw,
dg§

Como conclusién se tiene que en el intervalo S$Z conviene aumentar la
profundidad de la fibra neutra tendiendo hacia el estado Z. En el interva-
lo ZH conviene reducir la profundidad de la fibra neutra tendiendo
también al estado Z.

Sin embargo, se puede observar en la Fig. 3 que existen dreas en la
Zona 11 con vectores de solicitacién que no pueden ser alcanzados por el
estado Z, dada la inclinacién y orientacién obligadas que tienen los vecto-
res de esfuerzos en las armaduras. Por este motivo se definen tres subzo-
nas Ila, IIb y 11c, mostradas en la Fig. 8, definidas trazando por Z lineas
paralelas a las direcciones de los esfuerzos en las armaduras superior e
inferior, respectivamente.

>0

& =E=¢&h:

Subzona I1a: El diseio 6ptimo se obienen dimensionando solamente con la
armadura inferior, para alcanzar de esta manera el estado posible mas
cercano a Z. Por ejemplo, en la Fig. 8 desde la solicitacién Cse disefia hasta
alcanzar el estado C; con CC, paralela a la direccién del esfuerzo de la
armadura inferior.
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Subzona ITh. Corresponde a todos los vectores de solicitacién que pueden
ser alcanzados desde el estado 6ptimo Z. Por ejemplo, desde la solicitacion
D (Fig. 8) se disena con los esfuerzos ZD para laarmadurainferiory D;D
para la superior.

Si el estado 6ptimo Z corresponde al B, se disefa fijando el estado
balanceado. Si, por el contrario, el 6ptimo corresponde al estado M, se
diseiia fijando el estado de maximo esfuerzo de momento en el hormigén.

Subzona Ilc. En este caso se asegura de dimensionar la seccion de hormi-
goén armado con la posicién de la fibra neutra mas cercana posible al
estado Z, lo que conduce a que el disefio 6ptimo se realice s6lo con la
armadura superior. Por ejemplo, el disefio E E; de la Fig. 8.

Zona I11: ambas armaduras en compresion

Los estados limites ultimos de disefio correspondientes a esta zona van
desde el estado H hasta el F (ver Figs. 2y 8).

El anilisis de dw/d£ en esta zona mostré que esa derivada es siempre
negativa; por lo tanto, el 6ptimo se encuentra para el mayor valor de §
posible. Dadas las caracteristicas de la construccion de los esfuerzos en las
armaduras de esta zona, para lograr el objetivo anterior, conviene deri-
varla en dos subzonas: I11ay ITIb (ver Fig. 8), por una recta de inclinacién
0 trazada desde el punto F.

En la subzona IIIa el disefio 6ptimo se logra disponiendo s6lo arma-
dura superior, ya que esto asegura el maximo £ alcanzable, de esta manera
el disefio 6ptimo esta entre H y F y depende del esfuerzo de solicitacion.
En la Fig. 8 se muestra el disefio 6ptimo GG, para la subzona IIla.

En la subzona I11b el disefio se fija en el estado F, en el cual ambas
armaduras fluyen en compresién. Como ejemplo se muestra el disefio
optimo 11, F de la Fig. 8.

A partir de los resultados obtenidos, esquematizados en la Fig. 8, se
puede observar que existen areas que a pesar de pertenecer a distintas
zonas, poseen igual criterio de disefio 6ptimo. Esto permite fusionar la
subzona Ib con la IIa, y la subzona Ilc con la IIla, obteniéndose un
esquema méds simple de dimensionamiento, el cual se muestra en la Fig. 9,
donde se definen 5 zonas asociadas a diferentes criterios de dimensiona-
miento de las armaduras.

Es importante remarcar que todos los criterios de dimensionamiento
optimo senalados conducen a armaduras en estado de fluencia, lo cual
concuerda con el concepto de que una armadura éptima debe estar
sometida al miximo de tensién. En efecto, en los estados O, Z y F ambas



Dimensionamiento optimo de elementos de hormigon armado...

)Y

i
(5)
(&)
F
J
, —_
(3)
0 -
(1

Fig. 9. Criterios y zonas definitivas de dimensionamiento éptimo.
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armaduras fluyen, y en los intervalos OZ y ZF se dimensiona justamente con
la armadura que estd en fluencia.

Esta caracteristica de los disefios 6ptimos tiene una implicacion analiti-
ca. Se trata de que por estar las armaduras fluyendo en los disefios 6ptimos,
los valores de las cuantias mecanicas ws y @ son iguales, respectivamente,
a los esfuerzos adimensionales en las armaduras v; y v de acuerdo con las
ecs. (29) y (30). De este modo, la construccion geométrica de los esfuerzos
en las armaduras, por ejemplo, en las Figs. 8 6 9 da directamente las cuantias
de diseno. Ellas corresponden, en realidad, a las proyecciones verticales de
esos vectores de esfuerzos; sin embargo, como las inclinaciones de esos
vectores son fijas: 8 y 8’ = — 8, las magnitudes de los vectores mismos son
proporcionales a las cuantias de armaduras.

La propiedad anterior tiene la ventaja que permite inspeccionar
geométricamente la busqueda de los dimensionamientos 6ptimos en el
diagrama de interaccién.

Las rectas que separan los diferentes dominios de la Fig. 9 pasan,
respectivamente, por un punto: O, Z o F y tienen una inclinacién fija: m o
m’, luego se expresan por ecuaciones de la forma »

V= vy =m(p— ) (101)

10. DESARROLLO DE ABACOS DE DIMENSIONAMIENTO

Las soluciones de dimensionamiento éptimo, sintetizadas en la Fig. 9,
tienen las siguientes caracteristicas:

a) En las regiones 1, 3 y 5 la solucién es un punto fijo: O, Z o F,
respectivamente. El dimensionamiento éptimo consta de armadura
superior e inferior.

b) Enlas regiones 2 y 4 la solucién se produce en estados limites ultimos
variables: en OZ o ZF respectivamente. El dimensionamiento 6ptimo
consiste en s6lo una armadura: inferior en 2 o superior en 4.

¢) En todos los casos de dimensionamiento éptimo las armaduras se
encuentran en estado de fluencia.

En el desarrollo matematico para la basqueda de la armadura 6ptima en
cada una de las 3 grandes zonas de diseno: I, II y III, se encontraron
relaciones a partir de las ecuaciones de equilibrio que ligan los esfuerzos
que toman las armaduras (v,, vy) con los que toman el hormigén (v, ) y
los esfuerzos solicitantes (v, ). '

Todas esas ecuaciones son de la forma:

ve=av,+bv.+ cp, + dp : (102)
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Verlaecs. (34) y (35) paralazonal, (56) y (57) paralazonall,y (89) y (90)
para la zona IHI. Como las armaduras estdn en fluencia en el disefio
optimo, en la ec. (102) se puede reemplazar v, por la cuantia w,, y queda

w, = av, + bve + cpy + dpe (103)

donde v, y p, son siempre datos.

Para determinar las armaduras 6ptimas en forma analitica, se aplican
las ecuaciones del tipo (103) para w y wy” en las diferentes zonas I a II1.
Ahora bien, considerando los diferentes criterios de dimensionamiento
6ptimo descritos en fa Fig. 9, se procede en detalle de la siguiente manera.

Si el 6ptimo estd en O, Z o F, los valores de v, y . son fijos y quedan
despejados directamente los valores de las cuantias 6ptimas w, y w,’.

Si se trabaja en las zonas 2 6 4, los valores de v, y p. se desconocen
porque no esta determinado el estado limite ultimo del disefio 6ptimo. Sin
embargo, ellos presentan s6lo una incégnita, ya que estan relacionados
entre si de acuerdo con la ec. (8). Por otro lado, en esas zonas ya sea w, 0 wy’
es nula, con lo cual al aplicar dos ecuaciones del tipo (103), existen sélo 2
incognitas: w, 0 w," y v,.

Como alternativa a las soluciones analiticas se pueden generar abacos
con las ecs. del tipo (103) fijando valores de los pares de cuantias ws, y w5,
despejando los esfuerzos vu y W para cada par de esos valores fijos. Se
recorren con este procedimiento las zonas 1 a 5, aplicando en cada una de
ellas los correspondientes criterios de dimensionamiento éptimo. Los pun-
tos (Vu, Ly} encontrados se unen formando curvas de dimensionamiento
6ptimo asociadas a valores fijos de las cuantias.

En las zonas I, 3 y 5 se determiné que el estado de disefio 6ptimo es,
respectivamente, unico, por lo que los esfuerzos en el hormigén no varian
en cada caso. De esta manera, las ecuaciones del tipo (103) se reducen a
relaciones lineales entre v, y p,, al fijar los valores de las cuantias.

En las zonas 2 y 4, una de las ecuaciones (103) tiene el primer
miembro nulo. La fibra neutra no tiene un valor fijo en el éptimo por lo
que los esfuerzos en el hormigén varian y las relaciones (103) son no
lineales para cuantias dadas.

Con el procedimiento recién descrito se han dibujado dbacos de
dimensionamiento 6ptimo como el de la Fig. 10. Cada uno de ellos esta
asociado a una terna de valores de los pardmetros: calidad del acero f,,
calidad del hormigén f', y recubrimiento relativo 8’. El nimero de dbacos
elaborados cubre los valores mds usuales de esos pardmetros y todos ellos
se incluyen en la Ref. 16.

El rango de cuantias mecdnicas de cada dbaco se ha elegido de manera

e
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Fig. 10. Abaco de dimensionamiento 4ptimo.

de no exceder cuantias geométricas limites habituales. En la Ref. 16 se
describe en detalle la construccién de los abacos.

El uso de los 4bacos es muy simple. Dados los parametros f;, f; y
d', se entra al abaco correspondiente con las dimensiones de la seccion y
los valores de las cargas mayoradas v, y i, y se determinan, en la intersec-
ci6n de estos ultimos, las cuantias w; y wq (Fig. 10).
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11. LiMITES DE CUANTIAS DE ARMADURAS

Los valores de dreas de armaduras resultantes de los dbacos deben ser
cotejados con las cotas para cuantias de armaduras establecidas en el
codigo ACI-83. Si los resultados no satisfacen alguna de las restricciones
de cota, deben modificarse de acuerdo con ello.

Las restricciones relacionadas con cuantias minimas y maximas del
ACI-83 son las siguientes:

a) Enelementos sujetos a flexion pura o a una combinacién de flexion 'y
esfuerzo axial, cuando ¢ Pn < min (0,10 f¢ Ay, ¢ Py), la cuantia de
armadura de traccién p (p = A, /bd) debe ser menor o igual a 0,75 de
la cuantia py, correspondiente a la condicién de deformacién balan-
ceada para la seccion sometida a flexion sin esfuerzo axial. En elemen-
tos con refuerzo de compresion, la parte de p, que iguala a la armadu-
ra de compresion no necesita reducirse por el factor 0,75.

b) En cualquier seccién donde se requiera una armadura positiva por
analisis, la cuantia provista no debe ser menor que

_ 14

pmim - f)’

(104)

donde f, est4 medido en Kg/cm?.

Alternativamente, el drea de armadura provista en cualquier seccion,
positiva o negativa, debera ser al menos un tercio mayor que la
requerida por analisis.

¢) En elementos en compresion reforzados con zunchos

¢ P“(méx) = 0'85 ¢ [0’85 f: (Ag - Ast) + fy Ast] ’ (105)
Si el refuerzo es con estribos
¢ P"(méx) = 0’80 ¢ [0!85 f(’ (Aq - Asl) + fy Ast] (106)

donde A, es el drea de la seccion de hormigén y A, es el 4rea total de
armadura longitudinal.
d) Lacuantia py (ps, = Au/Ag) de la armadura longitudinal para elemen-
" tos en compresion debe satisfacer los limites siguientes:

0,01 < p,, 0,08 (107)

ResTRICCIONES b) v d)

Las restricciones b) y d) son ficiles de aplicar cuando el dimensionamiento
6ptimo del dbaco no satisfaga alguna de ellas en el caso que corresponda.
Para ello, simplemente la seccion de armaduras calculada se reemplaza
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por el valor limite atingente, pudiéndose en el caso b) elegir una de las dos
alternativas.

RESTRICCION a)

Estas restricciones estan dirigidas a proveer ductilidad a las vigas. Para
una seccién con armadura de traccién solamente, la cuantia maxima de
esa armadura es

Pmax = 0,75 py, (108)

Si ademas existe armadura de compresion, la cuantia méixima de traccién
es
’

£
Pmix =075 pyp +p’ (109)
Y

siendo p’ es la cuantia de la armadura de comprensién y £, la tensién en esa
armadura.

La cuantia py, de la armaduia de traccién en condiciones de deforma-
cién balanceada bajo la flexién sin carga axial tiene la expresion

- I
v = 0.85 B, -
¥ €,
1 0,003 (110)
Si la armadura Optima resultante del dbaco es mayor que p, . se puede

proceder de la siguiente manera: si la armadura es solo de tracciéon se
deberd incorporar acero en compresion: si existen ambas armaduras,
éstas se deberan modificar. En ambos casos, el disefio modificado debera
satisfacer la ecuacion (109).

El procedimiento para resolver lo anterior puede ser el siguiente. La
seccién de hormigén armado se descompone en dos. La primera correspon-
de a una pieza que posee s6lo armadura de traccién, la cual toma el esfuerzo
axial de diseno P, = P,/¢ y una parte del momento de diseno M, = M,,/¢.
La seccion 2 posee armaduras de traccién y comprension y resiste la parte
de Mn que no toma la seccién 1 (ver Fig. 11).

En el sistema 1 se impone la condicién p = pmax = 0,75 pp. Cabe notar
que para el caso de esfuerzo normal nulo, la fibra neutra se incrementa
exactamente en ¢ = 0,75 ¢y, que corresponde a la profundidad limite de la
fibra neutra para la restriccién de ductilidad en flexién simple. A continua-
cién se mostrara que si P, #0 y p > pmax, Ia profundidad de la fibra neutra
ccaumenta con Py, pero, por otro lado, se incorpora acero a la compresion.
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d-—— ee® o0 LU N J
As’ As’
h d -
As As 1 As 2
df'“_“ teece |1 csee seo 0o
b Sistema 1 Sistema 2
3%o 0,85 fc
- a 1 Pc
Cp " Pn = Pu
A / ¢
Mn1 = Muy
_4,_.__.4,_._3 5

Sistema 1

oo oo ﬁcn_r—esi__vPSl
: r__

T

' Mn2 =

pPs2

Mu2

As2 £s

" Sistema 2

Fig. 11. Procedimiento para satisfacer la restriccién de ductilidad en vigas.

Sistema 1

De la Fig. 11 las ecuaciones de equilibrio de esfuerzos y momentos son:

P(‘ - Psl = Pu/¢ (111)
h
+p, (B
) sl (2

—dj=Md@ (112)
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P, = 0,85 f.bBic, , (113)

Py=Ayf,=0,75p, bd £, (114)

De las ecuaciones (111), (113) y (114) se obtiene la profundidad de la fibra
neutra c,. )
0,75 py, £, bd + Py
T 085EbBr
lo que muestra que ¢, aumenta con P, y que es proporcional a 0,75 p,, si
P, = 0.
Obtenido ¢, el valor de M1/ se obtiene directamente de la ec. (112).
Con este valor, se calcula M,»/d.

Mu2 Mu Mu] .
—u2 _ Tu Ml 116
¢ ¢ ¢ (16)

que es la accion sobre el sistema 2.

(115)

Sistema 2

Las ecuaciones de equilibrio son

Psy = Py (117)
' Mu2
Py (h —2d") = b (118)
la ecuacion (117) conduce a
A fy = A/f ' (119)
de donde
£/
Ag=A/ (120)
Y

De la ec. (118) se obtiene
Mu2/¢

- u’® 121
A52 (h _ 2d/) fs, ( )
Igualando las ecuaciones (120) y (121) se llega a
’_ Mu2/¢

que determina la armadura de compresion.
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La armadura de traccién se obtiene sumando los valores de los siste-
mas 1y 2.

£
AS=A51+A52=0,75pbbd+As’f— (123)
y

RESTRICCION €)

Esta restriccion establece una carga axial maxima de célculo Py (max). Si el
diseno 6ptimo del dbaco produce un ¢Pn = P, mayor que el valor maximo
de ecs. (105) 6 (106), es necesario aumentar la armadura total Ay para
clevar el valor de ¢Pn(max) hasta igualarlo con la carga aplicada P.. De esta
manera para el caso, por ejemplo, de la ec. (106) se impone

d) Pn(m;ix) = Pll = 0’80 d) [0»85 f(’ (Ag - Asl) + f\ Asl] (124)
De aqui se obtiene el area total de armaduras necesaria
=1 T 085 f |
Aa = £,-085f (0,800 T ¢ A (125)

Las dreas de armaduras obtenidas del dbaco se puede amplificar propor-

cionalmente hasta obtener A, manteniendo su distribucion original. Por

supuesto que en esta operacion es necesario verificar si se satisface la

restriccién de cota méaxima del punto d). En caso contrario, habria que
aumentar, ademas, la seccién de hormigén.

12. EjeMreLOs

A continuacion se presenta un par de ejemplos que se refieren al dimen-
sionamiento Optimo de una viga y de una columna de secciones rectangu-
lares.

Se aplica el abaco de dimensionamiento éptimo mostrado en la Fig. 10.
En él, las caracteristicas de entrada son:fy = 420 MP, (4200 kg/cm"’). fc=30
MP, (300 kg/cm?) y 8’ =0,1.

Ejemrio ]

Dimensionamiento de una viga

Dimensiones de la secciéon : b =25em,h=40cm,d =4 cm
Esfuerzos solicitantes : P,=0,M,=2400 T cm

vo=0, p, =02
Resultados del dbaco D ows=0315, 0 =0

A, = 22,5 cm?, A, = 0 cm?
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Verificacién de los limites de cuantias para vigas

Disefio : p; = A - 225 0,0225

A, = 1000
14 14
s E——= = <
Prin =g = ga0p = 0033 <Px
f, 4200
.= X = =
©TF T Zaxioe - 0002

De la ec. (110) se obtiene
Py = 0,031
0,75 p,, = 0,023 > p,

Luego, el disefio encontrado satisface las restricciones de cota.
EjempLo 2

Dimensionamiento de una columna

Dimensiones de la secciéon :b =40cm,h =50cm,d = 5cm
Esfuerzos solicitantes P, =50T,M, =2000Tcm

vy =0,83, pn, = 0,067
Resultados del abaco w, =0,055, 0w,/ = 0,28

A, =786 cm? As’ = 40,0 cm?
Ay = A + As' = 47,86 cm2,
pst = 0,024

Luego p,, satisface las restricciones de cota 0,01 = p,, =< 0,08
Verifiquemos la restriccion c). De la ec. (106) resulta

¢Pn(méx) =391,4T < Pu

Luego, hay que aumentar la armadura total segun la ec. (125). Se obtiene
de alli

Ay = 97,0 cm?
De aqui, las nuevas armaduras son

= _%O_ = 2
A; = 7,86 47.86 15,9 cm

’ — . 970 - 2
A, 40,0 _4_7,,8? 81,1 cm
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La cuantia total es py, = 0,0485 que cumple las restricciones de cotay es un
valor aceptable con respecto a la cota superior aun cuando haya traslapos
de armaduras.

13. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En este trabajo se ha hecho un desarrollo analitico de la bisqueda de la
armadura minima requerida por secciones rectangulares de hormigén
armado sometidas a flexién compuesta recta. El estudio ha seguido las
prescripciones del codigo ACI 318-83, que es la base de la norma chilena
de hormigén armado, actualmente en estudio.

Dada su naturaleza analitica, se pretende que este estudio sea una
contribucion a la teoria del disefio en hormigén armado.

El enfoque utilizado permite obtener una vision grafica y sencilla, a
través de la curva de interaccién, de los estados limites Gltimos que se
pueden alcanzar para una solicitacién dada.

Para facilitar las aplicaciones practicas de dimensionamiento 6ptimo de
armaduras, se han construido abacos que cubren los parametros de dimen-
sionamiento mas usuales.

Tanto el estudio analitico como los dbacos se pueden extender para
incluir directamente las restricciones de cotas de valores de armaduras
prescritas en el ACI 318-83. En este trabajo, esas cotas se tratan externa-
mente. Por otro lado, la extension se puede hacer para incluir las pres-
cripciones del Apéndice A del ACI 318-83 para el disefo sismorresis-
tente.
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