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RESUMEN

Se desarrolla un analisis numérico aproximado de placas oblicuas delga-
das, con el modelo de Kirchhoff-Love, para placas de borde empotrado y
sobre apoyo simple, con carga repartida y carga concentrada, por dife-
rencias finitas centrales, con malla paralelogramica. Con distintos dngulos
de oblicuidad de la placa y variando la razén de lados, se evaluan numéri-
camente los valores maximos de flechas, momentos de flexién y torsion,
como también reacciones de esquinas en el caso de simple apoyo.

Los resultados numéricos obtenidos se llevan a tablas y graficos que
facilitan su uso practico, y permiten comparar la exactitud del método
elegido, con otros procedimientos aproximados. Los programas compu-
tacionales que llevaron a los resultados antedichos se confeccionaron ex
profeso, pero no se incluyen en el presente trabajo por economia de

espacio.
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1. MODELO MATEMATICO BASICO

Se consideran placas delgadas romboidales de espesor uniforme h, cuyo
material homogéneo e isotrépico tiene las constantes elasticas E, v (modu-
los de Young y Poisson, respectivamente). En su estado no deformado la
placa se supone de caras planas; su plano medio, equidistante de ambas
caras, quedara contenido en el plano coordenado horizontal XY. Aplica-
dala carga distribuida q,(x,y), paralelamente al eje Z, y en los supuestos de
la teoria de Kirschhoff-Love, la flexi6n consiguiente queda regida por la
ecuacion diferencial parcial de Lagrange cuando el sistema coordenado
XYZ es cartesiano ortogonal:

Wxxxx T2w, xxyy T Woavyy = q//D (L n

donde:

D= thg_ (1,2)
12 (1-v%) ’

en la rigidez flexional de la placa por unidad de anchura; w(x,y) es el
corrimiento vertical del punto (x,y) del plano medio. Las comas antepues-
tas a los subindices en el primer miembro de (I,1) indican derivaciones
parciales sucesivas de w, tantas veces como lo indica el nimero de apari-
ciones de la variable de que se trate después de la coma. Esta notacién
seguira usandose en adelante.

JI. COORDENADAS CARTESIANAS OBLICUAS

En el andlisis numérico de placas romboidales es adecuado el uso de
coordenadas oblicuas [Ref. 1], como se indica en Figura 1y ecuaciones
(IL,1); los ejes oblicuos X, Y se toman, obviamente, paralelos a los lados de
la placa en cuestion.

X =Xytgy
: (IL1)
j=ysecy
“y” se denominara angulo de oblicuidad; aplicando la regla de la cadena
del calculo diferencial encuéntrase mediante (11,1) que:

w,x=w,;~>_c,x+W,7iJ=w,;- 1 +W,7' 0 =Wx

Wy =W Xyt Wy oY, = Wy (-tgY) +wy - secy

Es decir:
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Fig. 1. Sistema de coordenadas.
o _9. 9 _ ' 11,2
3 = 3% 3y (tgv) +(SeCY)a— - (1L,2)

Aplicacién repetida de (l[ 2) conduce a:

Viw= Watw, =w,+ [(—tgy) _66)'( + (secy) _6651 ]

(—tgy)w _— (secy)w,y]
Efectuado derivaciones y reducciones:
V2w = (W — 2w_).‘7 seny + w'yy) sec?y (1L,3)
donde V2 denota el laplaciano en coordenadas oblicuas; se ha considerado
aqui la invarianza del laplaciano con respecto a transformacién de coor-
denadas. Aplicando dos veces el laplaciano (I1,3), y efectuadas las opera-
ciones indicadas, la ecuacién (I,1) en coordenadas oblicuas se lee:

Viw = [wzzx + 2(1 + 2sen?y) wrzyy— 4(w + Wxyyy)seny
' ’ _ (11’4)
+ w . _Jsecty = q./D

FYYY

Analogamente, los momentos de ﬂex1én M,, M, y de torsiéon Mxy, por
unidad’ de longitud [Ref. 2]:
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Mx = - D(w,xx + vw‘yy); My = _D(w,yy + vw‘XX);

My, = =My, = D(1-v)w ,,

al aplicar (I1,2), en coordenadas oblicuas quedan dados por:

M (Xy)=-D {[1 +(v - Dsen?ylwzz —2vw 5 seny + vw;;] sec?y (11,5)
My(Xy)=-D{[v+ (v - )sen?flwgz —2W _ gseny+ wys} secly (11,6)
M,,(%y)=-Mp (Xy)=D (1 -Vv) (wzy—wzx seny) secy (IL,7)
Los momentos de flexién principales en un punto (x,y) de la superficie

media, momentos de flexién miximo y minimo en tal punto, estan dados
por:

- 2
M =M = MX;MY + [(M" MY) + MQ,‘Y]]/2

2

— 2 1
My=M =MtMy [(M M,) N M%,] /o

(1L8)

min 2 2

Para expresarlos en coordenadas oblicuas basta introducir en (11,8) las
expresiones (I1,5), (I11,6) y (11,7).

En cuanto a las ecuaciones de membrana del método de Marcus, a
usarse mas adelante en placas oblicuas simplemente apoyadas [Ref. 2]:

S
G = 1 - Vo = = .
V28 =—q,; V2w D (11,9)
donde:
M,+M .
=_X ¥
S 1 75 : (I1,10)

su formulacién en coordenadas oblicuas fluye de introducir en (11,9) y
(11,10), los resultados (11,3), (11,5) y (11,6), obteniéndose:

V28 = (Szx —2Sx7 seny + Syy)sec?y=q, (X,7) (IL11)
Vow = (wix —2wzy seny + w,yy)sec2yi -S(xy)/D (11,12)
conS(xy) = -D(wzz—2wgzy seny wyy) secy (11,13)

I11. REACCIONES REPARTIDAS DE BORDE Y
REACCIONES DE ESQUINA

Sea R la regién del plano XY ocupada por la superficie media de la placa
en su estado no deformado; dR denotara su borde o contorno. Sisobre la
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curva plana R, n,t denotan la direccién normal y tangencial, respectiva-
mente, la reaccion distribuida V,, a lo largo del contorno, evaluada por
unidad de longitud, se expresa por [Ref. 3]:

Vn = - D(V2w)n - Mm,s o (Illyl)
en que M,, es el momento torsor alo largo de 4R, por unidad de longitud,
s es la longitud de arco evaluada sobre 0% a partir de cualquier punto
convencionalmente elegido; ademas [Ref. 2]:

Mae=(1-V)Dwne (111,2)
La férmula (111,1) debe llevarse a coordenadas oblicuas. En el presente

estudio R es la region plana romboidal ocupada por la placa en el plano
XY, 0% es el romboide que la encierra, como se muestra en Fig. 2:

Fig. 2. Muestra el sentido positivo de circulacién elegida sobre IR (sentido horario), indicado
por =
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También se exhiben cuatro posibilidades de eleccién del sistema coorde-
nado ortogonal X,Y; cada una consiste en elegir como origen un punto
cualquiera de uno de los cuatro lados del borde R, manteniendo fija la
orientacion de los ejes X,Y. Elegido el origen, se considera a partir de él
un sistema ortogonal N, T, en que el eje N es normal al borde, orientado
positivamente hacia el exterior de R, mientras que el eje tangencial T se
orienta en el sentido positivo de circulacion a lo largo del contorno.

Para un punto cualquiera del plano que contiene a R, las relaciones
entre sus coordenadas (x,y) y (n,t,) se deducen por simple geometria, en
cada caso. Son las siguientes:

Origen sobre lado BC: x = n cosy + tseny

(rotacién en dngulo y) y = t cosy — n seny (I11,3)
* Origen sobre lado CD: x = —t,y = n (I11,4)

Origen sobre lado DA: relaciones (111,3) con signos opuestos
Origen sobre lado AB: relaciones (I11,4) con signos opuestos

Si cada una de estas posibilidades se lleva a las férmulas de transforma-
cion (11,1) se encuentran, respectivamente, los siguientes resultados:

X = n secy ;¥ =t—ntgy (111,5)
X=—(t+ntgy); y = nsecy (111,6)
Xx=-nsecy ;y=-t+ntgy (111,7)
X=t+ntgy ;y=-nsecy (I1L,8)
Por regla de cadena:
Wh=wz"X,+ wy* Yo We=wx- X+ W3 Y, (I111,9)
Luego:
Wy = (secy) wx — (1gY)wy
Usando (I11,5) en (I11,9): ' (I111,10)
W,:=W._7
w = (—lgy)w’_‘ + (secy) w'y
Usando (I11,6) en (III,9):[ ' ' (11,11
W =-w

WL X

Reiterando cuidadosamente (111,10) y (111,11), resulta después de reduc-
ciones simples,
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W= (W, — 2w , seny tw, sen2'y) sec?y

en caso (I111,5): W= W _ (111,12)
W, T W secy T W tgy
w_ = (w_ sen’y —2w g SEnY + wyy).sec2y

en caso (IIL,6):{wy = wxx : ) (111, 13y

W T W tgy — W, secy

Observacion: En casos (II1,7), (I11,8), las primeras derivadas w, y w; resultan,
respectivamente, iguales a las (II1,10) y (IIL,11), pero con signos cambiados.
Empero, las segundas derivadas w,nn, Wi, Wne son iguales a las (III, 12) y (111,
13), respectivamente, pues los cambios de signo se cancelan al aplicarlos dos
veces consecutivas.

De (111, 12), (I1I, 13) y de la observacién, se sigue que en los cuatro casos
considerados en Fig. 2, en cuanto a elecc1on de los sistemas {X, Y}, (N, T}, el
laplaciano w,ny + w, resulta igual al v2 dado por ecuacién (II, 3). Por otra
parte; si la longitud de arco s se mide a partir de uno de los vértices del
romboide 3R, por ejemplo A, es claro que (nbtese que s es esenc1almente no
negativo):

sobre AB: s = %

sobre BC: s = 3 + § (111, 14)
sobre CD:s =3 +b— %

sobre DA: s = 23 + b—¥

Entonces sobre los 4 lados, en el orden indicado en (III, 14), el operador =%
debe reemplazarse, respectivamente, por: X ;3 ; —X ; =¥ . Si estas conclusio-
nes se usan en (III, 1), conjuntamente con: _(III 2), primera férmula (111, 10),
el hecho ya probado que de =w,nn +w,tt= V2w es dado por (II, 3) yrealizadas
las operaciones y reducciones de rigor, encuéntrase que la reaccién repartida en
el borde, V,, tiene en coordenadas oblicuas X , 7, y la expresion:

Va(%,9) =-D {w'm — 3w, seny + [(2—v) + (1 + v) sen?y] W o

—[(2 = v) + (v — 1) sen®y] w_._ seny} sec®y (I1L15)

¥y

en lados del romboide que tienen la direcciéon del eje Y; para los lados con
direcciones X:
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n(xy =-D{[(2 -v) + (v - l)sen YIW 4oq sSEDY —
3w, seny + [(2 — v) + (1 + v)sen? 'y]w + wm}sec Y (111,16)

En placas romboidales simplemente apoyadas interesan las reacciones de
esquina. Se usaran aqui las conclusiones contenidas en [Ref. 4]. En dicho
estudio se demostré que en una esquina cuyos lados se cortan segun
angulo de medida B en una placa sobre apoyos simples en su contorno, la
reaccién de esquina esta dada por:

Ri2 = (1 — c0s2B) ML + [Ve(M, — M,)cos2 a—M,, sen2a] sen2B ' (I11,17)
donde:
Mi = % (M — M) sen20 + My,c0s2 o (111,18)

En estas férmulas, los lados del borde que se cortan en la esquina conside-
rada se denotan por los numeros 1y 2; 1, t denotan la direccién normal
tangencial, respectivamente, en el lado 1; a es la medida del angulo que n
forma con el eje X; los ejes X,Y se suponen ortogonales. Es claro que los
momentos My, M, M, se toman con sus valores en la esquina antedicha.

Para expresar la reacciéon de esquina R;, en coordenadas oblicuas,
basta introducir en (II1,17) y (II1,18) los valores de My, M,, M,, en
ordenadas oblicuas %, §, dados por Ecs. (1L,5), (I1,6) y (IL,7).

De la Figura 2 se concluye facilmente que a lo largo de los lados AB,
BC, CD, DA los valores que toma a son, respectivamente: 7/2,y, 37/2,
7 + vy, midiéndolos positivamente en sentido antihorario, desde la direc-
cién positiva X hasta la direccién positiva N. Tales valores deben usarse en
(IT1,17) y (111,18).

Como es sabido y quedé demostrado en [Ref. 3], no se generan
reacciones de esquina en placas con borde empotrado.

IV. ANALISIS APROXIMADO MEDIANTE DIFERENCIAS
FINITAS

En las secciones I1 y I11 se han dado los fundamentos del andlisis de placas
oblicuas, en coordenadas oblicuas, dentro del marco cldsico de Kirchhoff-
Love. En la presente seccién se aplican esos fundamentos al analisis
numérico aproximado de tales placas, usando diferencias finitas centra-
les. Para este efecto, se discretiza el dominio plano % ocupado por la placa
romboidal mediante una malla constituida por segmentos rectos parale-
los a sus lados y equidistantes en cada direccién. De esta manera,
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los intervalos [0,4]; (0,b] quedan respectivamente subdivididos en M y N
subintervalos (Fig. 3):
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Fig. 3. Malla constituida por segmentos rectos paralelos a sus lados y equidistantes.

Los puntos de divisién de [0,3], [0,b] son, respectivamente:

O=%Xp<X;<X9..oooven. < Xp-1 <Xp=4d (Iv,1)
O=7<V; <2 cccrunn < JRa<¥n=b , (Iv,2)
con A% = Rma; — & = -]% m= 01, .. M1 (IV,3)

7 =Fn1 ~Fa=g i n =01, o1 (IV,4)
Sean: Wy, n = W(Xp, ¥n) | ~(IV 5)
=g=§%=%, con R=a/b v 6)

Adviértase que: 8 = /2 — v

Las siguientes son algunas de las expresiones de las derivadas parciales de
w en diferencias finitas centrales en un punto cualquiera (m,n) = (X, ¥m)
de la malla: '
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w_=Ml»_“. Weo= Hmn+1 ~Wmn-1
* 2 AX ’ 2 2 Ay
1
W"_‘)., - 4 A)_(Af’ (Wm+l,n+l T Wm—1n+1 T Wm+ln-1 + Wm—l.n—l)
. (IV,8)

in’_‘ = (Ti-()r (Wm+l,n - 2Wm,n + Wm_],n)

l N
Wiy = (A7)2 (Wm,n+1 - 2Wm,l'l + Wm,n—l)

etc.

Las formulas (IV,8) y las relativas a derivadas terceras y cuartas, que por
economia de espacio no se reproducirdn, son muy familiares en célculo
numérico. En el presente trabajo interesan los resultados que se obtienen
al introducirlas en las férmulas basicas de secciones 11y 111, que dan los

- valores de V2w, V4w, momentos, reacciones repartidas de borde y esqui-
na, etc. Estos resultados expresan los valores que las cantidades mencio-
nadas tienen en funcién de diferencias finitas centrales, en coordenadas
oblicuas. Las férmulas respectivas se visualizan facilmente mediante es-
quemas llamados “moléculas graficas” que han sido confeccionadas para
el presente trabajo, excepto la relativa a V2, tomada de [Ref. 1]. Tales
esquemas se presentan a continuacioén.

- ncosd +2 ncoso n-1

cosec? 9

% -
2 n?AR?

+2 | —Mcosd |n + 1

m m+1

Recorriendo de izquierda a derecha y desde arriba hacia abajo las filas
horizontales del esquema, la férmula que él reproduce es:
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= cosec20
Viw = W . {— (NCOs B)Wr_) n-1 + 2Wpm ny + (NCOSBIW 41 1
+ 2'ﬂQWm—l.n - 4(1 + 7]2) Wm,n +2 7]2 Wm+1,n
+ ('ﬂcose) Wm—1,n+1 +2 Wmn+1 — ('ﬂ cos e) wm+l,n+l}

que salvo agrupac1ones obvias de términos mediante factores comunes, es
la expresiéon obtenida al introducir en (1, 3) las segundas derivadas
contenidas en (I1V, 8), usando ademis (I1V, 6) y (IV, 7).

En forma aniloga las moléculas siguientes representan graficamente
férmulas pertinentes desarrolladas en secciones 11 y 111

] o

—

¥ 1
M9 = — e X (I+(v=1)cos’d )1] ——2 2[(1 + (v~ l)coszﬁ)n2+v] (1 + (v = I)cos? )1‘1 n

Yo vMcosO | ‘ v }—————{ .= Yevn cosh | n+l

m-—1 m m+1

- _;]_ cosb ! cosd I

=
Dcosec? ! ; v

M(x,y)="- e~ (V + (v ~ 1)cos’d) P2 -=2[(v + (v = 1) cos?0] + 1-(v + (v — 1) cos’0) 512 n

| % cos ‘ 1 — ! ——'21— cos®

I L 1
m-— | m m+ !

n+1

(1 = v)Dcosech

Mu(Rf) = = 5o

2n%cosh — -ncos n

m-1 m m +1

Moléculas gréficas para M, (%,9), M, (%,9), M,y (%)
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Las moléculas graficas presentadas son de suma utilidad en la formula-
ci6n numérica del método de diferencias finitas, como se explica en
secciéon VI.

V. CONDICIONES DE BORDE

Recuérdese que 3R es el borde de la placa, que en el presente estudio se
considera empotrado o simplemente apoyado. En una u otra condicién de
apoyo, si {m,n) es nodo de la malla y (m,n) £ 3R, debe ser wm,n = 0. Por otra
parte, es bien sabido que en empotramiento como en simple apoyo, la
condicién w,n =0 en un caso y wnn = 0 en el otro (N es direccién normal al
contorno) debe cumplirse en (m,n) €R; esto exige, al expresar estas
derivadas parciales en diferencias finitas centrales y tomando (m,n) como
punto pivote, la existencia de dos puntos nodales de la malla vecinos a
(m,n), simétricamente situados con respecto a él en la direccién N, uno

“interno a la placa y el otro ficticio (externo), con flechas w de igual
magnitud; pero en borde empotrado ambas flechas tienen igual signo, y
signos opuestos en €l caso de simple apoyo. Debe existir una relacién
precisa entre el dangulo 8 = /2 - vy la modulacién n = Ay/AX de la malla para
que semejantes puntos nodales sean posibles. Dicha relacién surge de Fig.
4:

X
0 OR
— g
\
Y X T
~X ) X ,
LA \
Y \ (m,n) >
\ . AY
\ \ A

\\c\(A;( _E

\

normal a
R en (m,n)

fig. 4. Relacion entre el dngulo 6 y la modulacién 7.

Ay = A % cosd | A
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8y _ cost' (V.2)

bIN _ cosO ver (1V, 3), (IV, 4)

AN = Mb (V,3)
a cosh

M, N estan definidos en Iv, 1)y adav,2)

Entonces, elegido M, para N se toma el entero mas préximo al 2° miem-
bro de (V, 3). Es preciso advertir, sin embargo, que cumplidas las relacio-
nes que llevan a (V, 3) sobre dos lados paralelos de la placa, no se
satisfacen necesariamente relaciones analogas en los otros dos lados. En
otras palabras, cumplido (V, 1) sobre lados //s al eje Y, como en Fig. 4,
témese punto de borde (m, n) sobre un lado // al eje X y tracese en este
punto lanormal a R (Fig. 5); considérese también otro punto (m-1,n) ala
distancia A X de (m, n) sobre el contorno; deberia idealmente suceder que
la paralela por (m-1, n) al eje Y corte a la normal en (m, n) sobre un nodo
de la malla. Para que esto ocurra, como se deduce de Fig. 5, debe existir
entero A tal que Ax = )\Ay cosd = AA X cos?0, en"virtud de (V, 1). En
consecuencia:

= sec?0 : (V,4)

0 \r - uN
' _ Ax ——3{ N
(m-1,n) \ (m,n)
‘ _ oR

S X
7

R

Y - \

Fig. 5. Malla ideal para la resolucién numérica de la placa por diferencias finitas.

En particular, A = 2y \ = 4 cuando 8 = w/4 y § = /3, respectivamente. Se
ve con claridad de (V,4) que s6lo algunos valores de 8 conducen a valor
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entero de A. Una malla oblicua que satisfaga (V,4) con X entero puede
calificarse de “ideal” en cuanto a formulacién de las condiciones de
contorno por diferencias finitas centrales en una placa romboidal.

Cabe recalcar que formuladas las condiciones de contorno en dos
lados //s de la placa oblicua mediante nodos de la malla vecinos al borde,
interiores o ficticios, los nodos analogos requeridos en los otros dos lados
pueden estar mas o menos alejados de d% que los anteriores, conclusion
que resulta evidente del analisis precedente. El efecto negativo que esto
pueda tener en la precisién de un cilculo numérico concreto se aminora
tomando malla suficientemente fina. _

Enla practica, si 0 es dado, se elige M y calculan Ak, Ay por (IV, 3) y (V,
1), respectivamente. Al aplicar (V, 4) y si A resulta entero, la malla es
“ideal” en el sentido ya definido, y la resoluciéon numérica de la placa por
diferencias finitas centrales no ofrece especiales dificultades. Si A = sec?0
no es entero, la determinacién de Ay mediante (V, 1) garantiza la formula-
cién correcta de las condiciones de contorno en los lados paralelos al eje Y
mediante puntos nodales de la malla. Pero si A no es entero, se puede
aproximar al entero mds cercano y escribir las condiciones de borde en
lados /s al eje X con puntos nodales de la malla, resultantes de dicho valor
entero de A. Obviamente, el error asi generado se aminora al refinar la
malla, es decir, aumentando el valor de N.

Si 0 esta a elecciéon del calculista en el disefio de alguna placa oblicua,
una malla “ideal” de trabajo se obtiene eligiendo A entero, determinando-
se 0 mediante (V,4), etc.

V1. FORMULACION NUMERICA DEL METODO

El sistema coordenado oblicuo XY aqui adoptado tiene su origen en el
centro de la placa, y ejes paralelos a sus lados. La malla se elige en la forma
explicada en seccién V, “ideal” dentro de lo posible.

Las incégnitas del problema son las flechas wm,n de la superficie media en
los nodos internos (m,n) de la malla; en el presente estudio, wm,n = 0 si
(m,n) €9R, ya que son objetos de analisis sdlo placas empotradas o simple-
mente apoyadas en todo el contorno oR. Entonces, de acuerdo con (IV, 1)
y (IV, 2), el nimero de incégnitas en (M - 1) - (N - 1), necesitindose, el
mismo nimero de ecuaciones en la determinacién de dichas incégnitas.
Para estudiar como se obtienen tales ecuaciones es adecuado separar los
casos de borde empotrado y apoyo simple.

Borde empotrado: en cada nodo interior (m,n) se escribe la expresién
discretizada V* W =qe (m,n) /D, utilizando la molécula grifica de v*
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exhibida en seccién IV; la expresién resultante es entonces una ecua-
cién de primer grado coun respecto a wm,n y flechas de nodos
vecinos (m,n). Aplicando este proceso a todos los nodos inter-
nos, se obtienen las (M -1) *+ (N-1) ecuaciones necesarias; dado
el tamafio de la molécula de V*, cuando opera en nodos vecinos al
borde 3R es menester considerar nodos ficticios externos, en la forma
explicada en seccién V al tratar las condiciones de borde empotrado
en diferencias finitas.

Si la carga no es repartida sino concentrada y vertical P, la malla se elige
de manera que P actiie en uno de sus nodos, o muy cercana a uno de ellos,
en cuya vecindad se considera uniformemente repartida en la pequena area
AX Aysen 0 = (Ax) cosOBsend, en virtud de (V, 1), que es el drea de las celdas
de la malla. Para carga concentrada se tiene entonces Viw = 0c en todos los
nodos internos, excepto en aquél en que se aplica P, donde V*wmq = 2P/
(Ax) sen 26. De nuevo se tienen, pues, las (M - 1) - (N - 1) ecuaciones
necesarias, conclusién independiente del nodo en que se aplique P. Es claro
que si la carga actuante, repartida o concentrada, es simétrica con respecto
al centro, nodos simétricos con respecto a dicho punto tienen la misma
flecha w, lo que disminuye apreciablemente el tamaifio del sistema de
ecuaciones resultantes, pues basta considerar un cuadrante de la placa.

Borde sobre apoyo simple: en placas romboidales simplemente apoyadas es
aplicable el método de Marcus de analogia de membrana [Ref. 3]; en
verdad permite una muy eficiente solucién numérica por diferencias finitas
del problema de flexién de placas oblicuas. De acuerdo con la teoria basica
explicada al final de seccién II, el método consiste en integrar numérica-
mente y en forma sucesiva, las ecuaciones diferenciales parciales de 2°
orden (II, 11), (II, 12), mediante diferencias finitas centrales, bajo las
condiciones de contorno Smn (Xm, ¥a) = 0 para (II, 11) y wi,n = 0 para (II,
12), donde (m,n) es nodo de la malla perteneciente a ak. Debe, en
consecuencia, escribirse en cada nodo interno (m,n) de la malla la
ecuacién V>Smn = =-qz (m,n), utilizando esta vez la molécula grafica de V2
suministrada en seccion IV. Asi se llega a un sistema lineal de (M - 1) -
(N - 1) ecuaciones algebraicas en las (M -1) - (N -1) mcognltas Sm.n;
calculados los Sm,n, sus valores se llevan a v? Wmn = - Sm.n/D, obteniéndose
de nuevo un sistema lineal de (M 1) - (N - 1) ecuaciones algebraicas en las
incégnitas wm,n. Cabe recalcar que el procedimiento de Marcus no exige
consideracién de nodos fisicos externos al aplicar el operador v* discretiza-
do en nodos internos vecinos al borde, ya que las expresiones de las 2%
derivadas en diferencias finitas centrales no comprometen nodos mas alla
del borde aQ.
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Los dos sistemas de ecuaciones a que conduce el método de Marcus,
ya de suyo simples, disminuyen también de tamario cuando las cargas son
simétricas con respecto al origen, ya que como en el caso empotrado, basta
analizar s6lo un cuadrante de la placa en semejante situacion.

Resumiendo, cualquiera sea el modo de apoyo de la placa en su
contorno, una vez resueltos los sistemas de ecuaciones pertinentes, los
valores wm,n calculados se llevan a las moléculas graficas que dan Mx (x,),
My (X, ), My (X, ) vy las reacciones repartidas de borde V, (X, ), realizado
lo cual los momentos maximos M (X, y) y las reacciones de esquina Ry se
determinan mediante las formulas (II, 8) y (III, 17), respectivamente.

VII. RESULTADOS NUMERICOS;
PROGRAMAS COMPUTACIONALES

Los procesos numéricos descritos en seccién VI han sugerido la confec-
cién de dos programas computacionales, uno para placas oblicuas empo-
tradas y el otro para el caso de borde simplemente apoyado, los que no se
incluyen en la presente exposiciéon en obsequio del ahorro de espacio;
estdn a disposicién de cualquier usuario eventual. Estos programas per-
miten el cilculo de las cantidades mencionadas al final de seccién VI y
mediante ellos se han confeccionado las tablas y graficos presentados a
continuacién, que permiten apreciar la variaciéon de las cantidades adi-
mensionales wgy, wp, m,, my, m;, m,,, rj definidas por:

=4 .
w, qa . .
we = —L 4 (w. = flecha en el centro) con carga repartida unifor-

100 D
me q.
. ps2
We = % P% (id. con carga concentrada P en el centro)
M,=m,-q- a2

M, = m,q a®
M,
M,, = m,, q 32

m; qz'l2 (momento central maximo)

R; = r;; q a° (reaccién de esquina)
Ademis: R = ;/E (ver IV, 6) _ v
Resultados numéricos en placas simplemente apoyadas (R=1, v = 0,30)
1. Carga uniformemente distribuida.

En el centro;
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=\4
— a
we = wg - 10 2.q.,%
— =2 . — =2
M, =m,"q iMy=m,-q-a
TABLA 1
Wy my my Error
o presente ref. [5] presente ref. [5] presente ref. [5) e.%
90° 0,406 0,406 0,0478 0,0479 0,0478 0,0479 0
75° 0,361 0,363 0,0440 0,0446 0,0457 0,0460 1
60° 0,254 0,255 0,0352 0,0354 0,0401 0,0400 1
45° 0,126 0,127 0,0220 0,0224 0,0306 0,0300 1
30° 0,0359 0,0353 0,0097 0,0134 0,0183 0,0170 2
2. Carga puntual central.
. 532
we=wq - 1072 q-—(%L
Tasra 2
wp Error
o presente ref. [5] e, %
90° 1,172 1,159 1
75°¢ 1,083 1,091 1
60° 0,906 0,890 2
45° 0,581 0,612 5

Resultados numéricos en placas empotradas.
1. Carga uniformemente distribuida.

Deformacion central;

512
- a
wc=wqt102lql%
TaBra 3. R =1
W, Error

presente ref. [6] ew

75° 1,854 1,797 3

60° 1,251 1,219 3

45° 0,584 0,549 6
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TasrLa 4. R = 2/3

LA . Error
o presente ref. [6] €%
75° 3,254 3,123 4
60° 2,157 2,096 3
45° 0,985 0,951 3
[ g |
129.2 1€ -4
¢ 1.0
O 1o0.0
£
F 59.9 2
- 8.0 we=wp p 2
. c=Wp Ppy—

AN

79,90
69.9
£9.9
49,9
39.9
29.2
18.9

9.9
9.9 15.9 38.9

-

+5.9 2.9 75.9 39,9 CRAIQS
ANG. AGUDO ¢
Grdfico I Comparacion de coeficientes de deflexién para placa simplemente apovada. Carga
puntual central v uniformemente distribuida. R = |.

. _ 1
is.0 | 1E S

4d.9

. MMoO S,
[
o
<

~ T
%)
w
o

2.9 15.9 32.9 §9.9 75.9 99,9 GRADQS

45.9
ANG. AGUDO 6

Gréfico 2. Variacién de coeficientes wq para placas simplemente apoyadas.
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112.9
100.9
N
89.0
70.9
€0.9 1
50.0
4.0
Jo.9
20.0
10.0

1€ .3

- TMIMOO

15.9

9.9
9.9 Jo.9

45.9
ANG. AGUDO 0

60.0 75.9

90.9 GRALOS

Gridfico 3. Variacién de coeficientes m,, m,, en el centro de placas simplemente apoyadas

bajo carga uniformemente distribuida. R = %,

11e.9
100.0
.0
8e.¢
0.9
6.0
50.0
H“.0
3.4
o9
10.9

1€ =3

Ry MMON

RAZON DE LADOS R

.5 2.4R=a/b l

Grdfico 4. Variacion de coeficiente m, en el centro de
carga uniformemente distribuida. v = 0,30.

una placa simplemente apoyada, bajo

Los graficos 1, 2, 3, 7, 8 y 9, en que la abscisa es el valor 6° del angulo
agudo de la placa, contienen curvas para valores distintos del parametro

a -
R = ¥; @ £ b; en cambio, en los graficos 4, 5y 6 la abscisa es Ry el

parametro es 0°.
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50.941 1E =3 8=90

LB IMOO
-
<>
.
L

29.9

19.9

8.9 ; -

0.0 0.5 te 1.5 2.¢R=a/b
RAZON DE LADOS R :

Grdfico 5. Variacion de coeficiente m, en el centro de la placa simplemente apoyada, bajo

carga uniformemente distribuida. v = 0,30.

IE =4
2104 8 = 60

[T T =Y 2
[N
L3
d
-

« %3
-
a3E
sss

100.0

LB\

1.5 2.¢R=a/b

SZRESPTIDE
ePIDITBISLES

.
L J

1.0 i
RAZON DE LADOS R

Grifico 6. Variacién de coeficiente m,y, en el centro de la placa simplemente apoyada, bajo -
carga uniformemente distribuida. v = 0,30.

Todas las tablas y graficos se han construido para v = 0,3.

VIII. ConcrLusiONEs Y EJEMPLO

Lo que tablas y graficos expresan puede resumirse en las siguientes
conclusiones: :
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-1E =3
9.2

8.0 | . _ /"/\

70.0 r.. q(a)2

60.0 | H /S oRel
50,9

\

Mmoo

[SYORr

49.0
J0.¢
20.9
10.9

0.0 —:
0.0 15.9 Jo.0 45.9 60.9 75.9 90¢.9 GRALOS
ANG. AGUDO 0

Grdfico 7. Coeficiente ry;, para la reaccién de esquina en placas simplemente apoyadas bajo
carga uniformemente distribuida. v = 0,30.

380.0 {1E -4

c H2.e

0

2 3000

f 266.9

¥

q 28.¢
194.0
1%2.9
114.9
76.9
8.9

9.0
a9 15.9 30.9 4.0 60.9 73.9 94.9 QRADCS
ANG. AGUDO 9

Grifico 8. Variacién de coeficiente w,, para placas empotradas, bajo carga uniformemente
distribuida.

1. La deflexién central w. de una placa oblicua disminuye en la medida
que aumenta su oblicuidad, a causa del aumento de rigidez que se
produce en las esquinas obtusas al crecer vy (ver graficos 1y 2);

2. Para un éangulo de oblicuidad vy dado, w. se incrementa cuando
decrece la razén R = a/b de lados y viceversa (id. 2).
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300.9 TE -3 .2/3
¢ 2709
2 2100
F 2.0
| 100.0

159.0

120.9

Jo.9

9.9
60,9

0.0 . v
9.9 15.9 30.9 4 ' 60.9 79.6 99,8 CRADOS

5,9
ANG. AGUDO 6

Grdfico 9. Variacién del coef. de maximo momento principal en el centro de placas empotra-
das, uniformemente cargadas. v = 0,30.

¢
0
€

[t S |

150.0 1 1& -3
135.0
120.9
105.0
90.9

CAELLR ala)

73.9
6d.0
45.0
1.9
5.9

0.9
8.9 15.9 Ja.9 45.9
. ANG. AGUDO §

69.9 73.9 99,9 QRADOS

Grdfico 10. Variacién del coef. de maximo momento principal en el apoyo de placas
empotradas, uniformemente cargadas. v = 0,30. ,

3.

En el centro de la placa oblicua los momentos de flexién no son
principales (el momento de torsién no es nulo allf) contrariamente a lo
que sucede en una placa rectangular; los momentos de torsion en el
centro crecen con la oblicuidad de la placa, mientras que los momentos
flectores disminuyen (ver graficos 4, 5, 6);
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4. Para distintas razones R de lados y en la medida que la oblicuidad de
la placa crece, las curvas de coeficientes m,, my de momentos flectores
tienden a cortarse si el dngulo de oblicuidad es cercano a 45°, mas alla
del cual el coeficiente de momento flector en la direccién del lado mis
corto deja de ser el mayor (ver grafico 8);

5. Enelcasode placas oblicuas empotradas el momento principal mayor
se produce en el borde sobre el lado mas largo, desplazdndose haciala
esquina obtusa cuando aumenta el dngulo de oblicuidad v (id. 8);

6. La reaccién concentrada de esquina, inherente a las placas simple-
mente apoyadas, tiende a levantar las cuatro esquinas para angulos de
oblicuidad, situados entre 0° y 45°; el valor méaximo de esta reaccién
se da para 30° < y < 45° (ver grifico 7);

7. En placas muy oblicuas (50° < y < 75°), la reaccién concentrada de
esquina disminuye en las esquinas agudas debido a que las esquinas
obtusas toman mas carga merced a su mayor rigidez (ver grafico 7).

La teoria y programas computacionales desarrollados en la presente
investigacién se han aplicado en la verificacién de una losa oblicua real; se
trata del puente San Bernardo en la 8% Region, que esencialmente consis-
te en una losa oblicua simplemente apoyada, cony = 45°,3=2,2m,b =
15 m y espesor h = 20 cm.

Aplicando la normativa vigente para este tipo de construcciones y con
arreglo a la teoriay resultados computacionales ya expuestos en este trabajo,
se llega a un espesor necesario de 22 cm, pero con armadura mas econémica
que en la obra real. Estas diferencias pueden explicarse asi: (i) el momento
torsional que se genera en losas oblicuas, que tanto afecta a las reacciones
de esquina como a la orientacién y valor de los momentos principales, debe
ser considerado en el diseno, ya sea aumentando el espesor, o las armaduras,
segin convenga por razones econdmicas o de otra indole; (ii) la posicion
con respecto al sistema coordenado ortogonal XY (ver Fig. 1), de la arma-
dura principal en traccién, depende del angulo de oblicuidad vy de la losa
(ver grafico 3), lo que debe ser considerado, en razén de la importancia de
esta armadura. ‘
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