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X Por otra parte,
Cunirde m—1 en m—1 equivale a
> » 1¢n 3,1 éue

». » m—2 en m—2 equivale a

3 2en . 2,1 por dltimo
oo . m41 m-1 )
> » ———en equivale a

2

~ m—1 m-——1I
_— en ——

Enla escala:

dejaremos solo los nameros primos con m para tener los poh-
gonos de m lados. T
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. La primera escala nos dice que se puede unir de 1 en I hasta

- 1 d: de § i d
——— —_ M our
3 1 en S I (a), a segunda, que se puede juntar de I en'I,

en ——, 1 que es inutil pensar en-unir mayor na-

m__
hasta

mero de puntos, porque se caerad en los poligonos ya formados.
El mayor mimero de arcos que hai-que tomar en cuenta es

m m—1 . L i
— — 1, cuando m es par; o T cuando m es impar; ambos
2 -

m
NUmeros son menores que —, lo que prueba la segunda parte

del teorema. | - . )
8) Como una aplicacion del teorema anterior vamos a formar
el cuadro siguiente:

| & |
-]

3|1 nohaipoligonoestrellado
4] 1 Id. id. . id.
501 2 hai un pentdgono id.
6| 1 no hai exdgono id.
711 2 3 2 heptdgonos estrellados
8§ 1 3 1 octégonos id.
9l 1 2 4 2 pentigonos id.
10| 1 3 1 decdgono id.
i1 1 2 3 4 3 4 bendecagonos id.
12] 1 5 1 dodecdgono id.
131 2 3 4 §5 6 5 de 13 lados id.
14 1 3 5 2 de 14 id. id.
15 £ 2 4 7 3 pentadecdgonosid.
16) 1 3 5 7 3 de 16 lados  id.
171 23 4 5 6 7 8 < 47 de 17 id. id.
18] 1 5 7 2 de 18 id. id.
19/1 2 3 4 5 6 7 8 o9 8 de 19 id. id.
20| 1 3 7 9 3 icosdgonos id.
21l 1 2 4 5 8  10}5 de 21 lados id.
22| 1 3 5 7 g 4 de 22 id. id.

i asf en adelante.
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/

. _— ..m .
OBSs—Si se supone simplificada la fraccion —»se dice que un

poligono es del jénero m i de la especie n. Asi, los poligonos
convexos serdn todos de 1.2 especie, puesto que en tal caso
n=1; los poligonos estrellados serdn de 2.2 especie, de 3.2, etc.,
segun sea n==2, 3...... , 0 de especie superior,

9) Los poligonos de éspecie superior no difieren en nada esen-
cial con relacion a jos poligonos ordinarics. Vamos a dejar al
jector la demostracion de las siguientes cuestiones:

a) El valor de los dngulos en los vértices de un poligono
cualquiera del jénero m i de la especie n, es igual a

2R m—n. 4R.

"6) Todo poligono regular estrellado se puede inscribir i cir-
cunscribir a una circunferencia.

¢) El poligono que resulta de unir los vértices de un poligono
estrellado regular, es tambien regular, convexo i de su mismo
jénero. . : _

d) El poligono convexo que forma el niicleo-de un poligono
regular estrellado, es regular i de su mismo jénero.

¢) Reciprocamente. Si se prolongan los lados de un poligono
regular convexo, se forma un poligono regular estrellado i del
mismo jénero. '

7 Ll dgrea de un poligono regular del jénero m i de la erpecze
n es dada por la formula

s=11 npm.((")l-,,, —(n-—f‘l’m )

Observacion.—Demuéstrese que el lado del poligono interior,
cuyos vertxces se ale)an mas del centro, estd representado siem-

pre por 1)1’
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Dem: Sea ABCD... un oc-
tégono estrellado. Se observa
sin dificultad que el drea del
poligono se compone de m
cuadrilateros (8) iguales al
FKOJ. Pero el cuadrildtero
FKOJ=2. A FOJ=F]. OI {1).

Notemos que JL="""1,

. por lo tanto

((U)

{n=1}

/m)

ademas

OI:—'(“)pn;.

Ahora, reemplazéndo estos dos valores en (1), hallamos:

L opm (Gl la)

i multiplicando ambos miembros por m, tendremos por tltimo

=)

Observacion 1.— En este caso m==8, n-—3 2 n ="y, Bp m=
g1 (=N, (3"1)1 =%, =V,. Si estos valoresse sustltuyen en
la f6rmula hallada an;erlormente, tendremos:

2AFO]=

(n—l)

S= <n>pm(

*Sg==4 Vp, (1, —V))

Observacion 2. — El cdlculo de (e-1¥,, se puede hacer por
medio de la féfmula que da el lado de un poligono regular cir-
cunscrito en funcion del radxo {®pm)} del circulo inscrito; como
se vera mas adelante, .

~Vamos a tratar ahora de las construcciones grdficas para
Ja inscripcion de los poligonos regulares i del cdlculo de los la
dos en:fiincion del radio respectwo ’
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’

CAPITULO 1I

Problomas

10) Calenlar el lado (b ) del poligono inscrito de 2n lados en
Juncion del de n lados ([n) 2 el yadio (7). '
Resolucion. (Fig. 6.)—PRIMER METODO.
El A rectdngulo ACD nos da:
lon=Voar (r — OE)
pero

OE-V'1"’ i 2n .

1 reemplazando, queda

1:_)1]= ‘/ 2r (r—— \/ﬁz—Tlg—n)

o bien

lba=Vr (2r—V32_17,) (@)

SEGUNDO METODO.—EI X AEC .
nos da Fig, 6

pero

i reemplazando

11) RECIPROCAMENTE. ~— Calcular ¢l lado { ln) del poligono’
reg'ular wscrito en funcion del lada (120) a'el polwwzo mscrzto de
2n lados i v.
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Resl. {fig. 6). PRIMER METODO.

El1 A ABCe=3 AOD

luego

pero
AD=V 412 — 12,
1 reemplazando, queda:
l':_’n

b= —=Var?—I%n () ‘

SEGUNDO METODO.—EI A rectdngulo ACE nos d4:

125 = 129, — CE2
pero

CE=——2 (A rect. ACD)

2y

3

1 reemplazando,. tendremos:

12 = 1%y 20
2 n = 2“_‘-41'2
. 3 Ea—p
- de donde 12, = oy (41 2n)
t
P S P
1 por ultimo Iy == Vare iz,

;
TERCER METODO.—Se puede despejar 1, de la f6rmula {a) del

nuimero anterior.
Cuadrando

12gpm=2r? 1 Vy4rz—iz,

o bien . - 129p—2r2= 1 \]irf‘v-—lgn

volviendo a cuadrar.
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1490—4 120n r2 4 4ri=gré—r? |25

r2 12, = 122 (4!‘2——]2?11)

. e 1;
i por ultimo lp = —2

- Vare—I1%y

12) Inscribir un exdgono regular en un crvenlo.
Rsl. 1.2 (fig. 7).
Sea A B el lado del exdgono i O B=r.

A < AOB=60°

pero
, B < OAB=<0BA=60°
/ 2

{/ o \ luego AAOB equildtero 1 pér

LAY

| lo tanto I,=r.

—
Q

Rsl. 2.2 (fig. 8).

\
™ Sea AB=I,iunamos B con
D i tomemos BC=AB.
El A A DCes equildtero, luego
Fig. 7
AC=AD
o 2l=z2r

luego 1=t

B

Para inscribir el
exdgono bastard
aplicar 6 veces el
radio.

13) Inscribir un
tridngulo equildlero
en un circulo.

Rsl. Este proble-
ma no es mas que

una consecuencia
del antetior.
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Se obtiene el tridngulo equildtero, uniendo punto por medio
los vértices del exdgono

Célculo del lado.

PRIMER METODO.—Si observamos la (fig. 8) de! problema
anterior, veremos que el lado (B D) del triangulo equildtero ins-
crito, es Ja cuerda suplementaria del lado del exdgono; por lo
tanto el A A B D es rectdngulo en B, luego:

BD=\/y 12 (I,=v)
o - L=ty3
SEGUNDO METODO.~—Aplicando la férmula (B) del nim. 11),
tendremos:
13:;‘-3— V41213, pero I =rx,
i reemplazando

L=r V75

TERCER METODO.—Por medio del teorema de Ptolomeo, que

dice: «El producto de las diagonales en un cuadrildtero inscrito
es fgual a la suma de los productos de los lados opuestos.»

e ’T\‘

Sea A B=],
En el cuadrildtero A C B D, tendremos: (fig. 9)
AB.CD=ACBD+AD.BC
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o bien | 12, =2r2412 de

donde Iy=r 73

CUARTO METODO (fig. 10).—Sea AB=l. Como AC=CB=
BO=AO=r, la figura A CB O es un rombo,
luego:

OD=

m|—1

i tridngulo A D O rectangulo, por lo tanto

()=o)

de donde

i por ultimo

Fig. 11 Fig. 12

1p,la del tridngulo equildtero, se demuestra ficilmente que:
{(Ag. 11).
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1 . 1 —
pﬁ:.—_~23— o bien p,=—1y' 3

; r
—_5 1 —_
ps=—,— 0 bien Pa= =

14) Inscribir un cuadrado en una circunferencia.

Rsl. Basta dibujar dos didmetros perpendiculares i unir los
estremos.

Calculo del lado.

PRIMER METODO (fig. 12).

El &4 ABO es rectdngulo en O, luego:

12, =r2 412
de donde 4= s

SEGUNDO METODO.—Aplicando al cuadrado el teorema de
Ptolomeo (fig. 12), tendremos:

1,4+l ly=z2r. 2r
12, =2r
L,=rV 2

15) Inscribir los octégonos de 127 2.2 gspecie.

Rsl. Se divide la circunferen-
cia en cuatro partes (14)i des
pues se bisecan los arcos.

Uniendo los puntas de uno en
uno, resulta el octégono con-
vexo o de 1.8 especie; uniéndo-
los de tres en tres, resulta el oc-
tégono estrellado o de 3.2 es-

.

pecie.

Calculo de los lados.

PRIMER METODO.—Aplicable
alg i ™.

a) Sea AB=]_ el lado del

octégono convexo (fig. 13).
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Dibujemos por el estremo A de l; una recta que determine
en su interseccion con BD (el didmetro que pasa por el otro
estremo de 1) un tridngulo semejante con el A O B; para esto
bastard tomar a continuacion de B un arco doble de A B i unir
el punto estremo C con A. Ahora unamos C con D estremo del
didmetro B D. -

Fdcilmente se encuentra que:

AB=AE=liDC=DE=l=rV 2,

ademas los tridngulos semejantes AB-E 1 A O B nos dan:

de donde

ly=r ,\/2_¢?

&) Sea AB= (3)13 el lado del octégono estrellado.

Fig. 14

Dibujemos por B una recta que corte al didmetro AE(que

pasa por el otro estrtemo A de (b)ls) de modo que determine
un A ABD o= con A ABO; bastard unir, en este caso B con el

TOMO CVIII : . 60
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punto C que sigue i prolongar. Uniendo C con ¢l punteo E, ten-
dremos: ' :

AB =BD ="l i EC=ED=I,
pero
' A ABD s ABO
luego
fo_ s
e arg,
de donde

OBSERVACION 1.—Conviene observar la analojia que existe
entre las dos dltimas cuestiones:

OBSERVACION 2.—El método que acabamos de esponer se
puede emplear, sin modificaciones esenciales, en los célculos de
los dos decédgonos, de los dos pentdgonos, de los dos dodecd-
gonos i de los cnatro icosdgonos. Este método vamos a llamarlo
del A determinante.

SEGUNDO METODO para calcular 1.

En todos los casos en que se conozca el lado del poligono de
de n lados, se podra pasar al de 2n lados por medio de la fér-
mula del nimero 10.

Aplicdndola al octégono convexo, tendremos:

W= Vr(zr— VarrTe)

pero

[

i reemplazando; hallamos por ltimo

lgzr ‘/ 2 — \/7
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SEGUNDO METODO para calcular 1

El lado del octégono estre.
Hado es la cuerda suplemientaria
del lado BC del octdgono con-
vexo {fig. 15); luego siendo el A
ABC rectdnguio en B, tendre-
mos:

2

& e 2
123 = 4l‘~——]- 3

pero

luego, reemplazando

(3)15 =T ‘[2-}- J;

OBSERVACION 1.—Cuando se conoce el valor de la apotema
OE, se puede tomar el lado que se busca como medio propor-
cional entre 2r i su proyeccion. '

En este caso

o
tr
I

-

i por lo tanto
e ==z2r(r+4l)
8= 3i4

i reemplazando el valor de I, nos queda, por dltimo:

Oy =1 Vor V2

OBSERVACION 2.——:Fig; 16). SI AC=l,, serd BC= (3)lg,
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Por otra parte, si desde O dibujamos las perpendiculares a I,

.G
1()1

s Se ve facilmente que

16) Iuscribir los decdgomnos de 1.2 7 3.2 especie.

Resolucion: 1. METODO.—(Del A determinante) (1,, i ®,,)

{fig. 17). .
Supongamos dividida la circunferencia en 10 partes iguales,
tendremos AB=l,,, AD=DF=“ .

@) Los tridngulos isésceles ABC i ACO nos dan:

AB=AC=CO =1,
pero
AABO « 4 ABC
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luego
ro lm_ i
110 _-r—ll
o bien ;
2g=r(r—1,) (1)
ademas
0> r—I :

Luego, el lado del decdgono convexo es la parte mayor del
radio dividido en la seccion durea.
OBSERVACION:— Pudo escribirse la proporcion anterior en
virtud de que AC es la bisectriz del & OAB.
Calculo de 1,; en funcion de r.
La espresion (1) nos da:

fotrlo—rf=0.

r re
IIO:—?i\/ 4 T

el signo ménos del radital no sirve, luego:

10— ('_I"}“/ )

de dondé

4) Como ya sabemos dividir Ja circunferencia en 10 partes
iguales por medio de la relacion (1), no tendremos, en seguida,
sino juntar los puntos de tres en tres para tener el decdgono es-
trellado. .

Observando que el A CFD de la fig. 17 es isésceles, encon-
traremos la interesante relacion:

(3)110‘-r+110 (2)

puesto que )
CF =FD.

Cuando el radio se.divide en la seccion durea por el método
jeométrico, la parte esterna de la secante vale 1, 1 la parte in-

. . 3) :
terna r; luego, la relacion (2} nosdice que « ¢ l,, es el segmento
mayor que resulta de dividir el radlo en la seccion durea es-
terna».
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Vamos a establecer esto iltimo.de un modo mas directo, por
medio de la demostracion andloga a la del decdgono convexo.

Sea AB= (3)110 {figura 18).
Unamos B con D iprolongue-
mos i unamos D con E, tendre-

A
mos:
!

A ABC i DCE isésceles

luego

por lo tanto,

> oc="%1,,
¢ Yor otra parte
Fig. 18 :
A ABC -» ABO
luego
r+ %1, %,
» (3)110 r

o bien

= (4 ¥1,)

Calculo de (3)110 en funcion de r.
1.0 Porvmedio de la férmuia (2)

®p =1+ 1o

pero'lijo = — {—1+4 /5 ) i reemplazando hallamos

h)[ﬂ

o = ~2r— (1+v75)
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2.2 La relacion (3) nos da

3 3 .
¢ )1120_1- 110-—-r'=0
i despejando 2145, hallamos

3 . _
lo=-(1+v735)

[N

(3)

SECUNDO METODO.—Cdlculo simultdneo de J1jpi Iy

AB=AD=DO=1p

DC=CO=r
Ahora

A AOC < AOD
3

luego o r

. r - 110
o bien

Lo que nos dice que el radio es media propercional jeomé-

trica entre los lados de los dos decdgonos.
Por otra parte '

AC—CD=AD

o bien
(3)
Lo I,=r
Las relaciones '
1) ®
i, ——_‘1“_, =r

Fdcilmente se descubre que

r2 =llQ . (3)110 (4)

e g3 e e P
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. . ' . B)
nos permiten construir los valores de ], 1 "1,

problema que dice: «Dado el producto ila diferencia de dos
recias, construir dichas rectas». .

Ademas, para' encontrar los valores en funcion del radio, no
tenemos sino cuadrar la primera de las icrualdadés anterio-
res (II), 1 agregar cuatro vecesla secrunda (II). En \1rtud de lo
dicho tendremos: -

resolviendo €l

)
( 10 v lw '__:__‘_ﬂ_?__
"o bien e o
Jm +l, =r 1'/
pero ' @)
. ];n—“]m =T ,

o

ahora, sumando i restando, hallamos

@

Ly=—(1+V75)

V)

1 ==

Lo

0=

. OBSERVACION.—Para probar que r*=l ®

sé quiere, aprovechar las relaciones (I) i (11).
La primera da

1,, se puede, si -

10

=1, (r+1,,)
- pero segun (I1)
3
L’*‘lm:( )lw_
luego rz____ll'o' ®)

17} Inscribir los pentdgonos de 1.2 7 2.2 especie.

Rsl. Dividiendo la circunferencia en 10 partes, : segun el ni-
mero 16, i uniendo de dos en’dos los puntos de division, obten-
dremos el pentdgono conve‘(o umcndolos de cuatro en cuatro,
el estrellado
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Relaciones 7 cdlculo del lado

PRIMER METODO.—(Por medio del teorema de Ptolomeo.)

a) Dividamos la circunfe-
rencia en diez partes 1 serd
AD=1_.

Pero AC=CD=DE=
1, AD=CE=]_1AE=061 ,

1074
luego el cuadrilitero AC

DE nos da

r

: 3
io+l, .

L= 1,.1,+],

O

3 10

pero segun (4)

reemplazando queda

DA

2 .
= llo+r

]

OBSERVACION.—Pudo tambien haberse tomado el cuadrild-

tero AFGB, enténces

pero segun (2)
@
Ly=T1+1,

i reemplazando, queda por dltimo

Valor de /5 en funcion-de r
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Reemplazando en (3) el valor de 1, tendremo_s

2

1

5 =

¢ v )
de donde hallamos por ultimo
!

r ., ——
527"\/10—2\/5

“

&) Supongamos dividida-la circunferencia en 10 partes, serd

AC=DB="1, (Ag. 21)

Ademas

AB=AD=DC="]
1

BC=l,,,.

luego el cuadrilitero AB
CD nos da

O 3,2 o)
Iy = "ho+ho-
pero

Fig. 21

[C)]
Lipg . lp=r®
2,2 3),2
lego “2=r22+ P13, (6)
OBSERVACION I.—Las férmulas (5) i (6) nos dicen que los
lados de los pentdgonos pueden cousiderarse como las hipote-
nusas de los tridngulos rectdngulos cuyos catetos son el radio i
el lado del decdgono respectivo.

-OBSERVACION 2.—Por medio del teorema de Ptolomeo se
puede encontrar la relacion P1%; = LA, + (2)15).
Si tomamos- (fig. 22). '

AD=AB=BC=];
serd

DC=BD=AC= "),
i .

AD=DE=CE=l,.
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El cuadrilitero ABCD nos da:

=P 1
de doade

('2)1-:;_7 =1, (I,+ ('-’)15)

Pudo tambien encontrar-

se la férmula por medio
del teorema dela bisectriz:

DE bisectriz del «1 ADC

luego

AD _AE
DC T EC ] Fig. 22

i reemplazando valores queda

o bien

(’_‘)125 _ 1;—, (15+ (2)13).

Valor de @ls en funcion de r.

Reemplazando en (6) el valor de (3)1” tendremos:

(2)125=.T_2+ {%(I—l‘ \/—5) }.‘

i por nltimo
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SEGUNDO METODO.—(A determit). a) AB=],.
Fdcilmente se observa en la figura 23, que

AB=AE=1,
. i
DC=CE=],,,
L ademas
A ABE = A OAB
L luego B
r 1
: e
F:EL . o bien
i =2 r2—rlm ‘
pero

r—r,, =", {segunrel (1)}

A luego, reemplazando.

2 ‘l_L_z
F=r4-1°,

S5 Valor de I, en funcion de r.
\ Si en la proporcion anterior
} reemplazamos el valor de 1,

tendremos

5 - r T =
Fig. 23 15—_——’)_’\/10—2\] 5

Luis A. Sizva
(Continuard) '
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