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MECANICA RACIONAL

e

PRIMERA PARTE
DEL PUNTO MATERIAL

( Continuacion)

Sea /% la distancia CH; en el momento t=o0, los primeros
miembros de las ecuaciones (10) son nulos i se tiene x=o0,
y=o0, 2=17; luego

o=2mwhcos A+,
o=C
o=C,

[

Por consiguiente

dx
=2 i Y Sen X —2 7w (1—2) cOs A

dy
M —— = — 2 M X Sen A\
dat
dz
M —5- = — WGl — 2 MW X COS A

at
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Sustituimos estos valores en las ccuaciones (9) i desprecia-
mos »?, tendremos .

d*z
7’}2—2;? = — 2 Wiw gt cOS A
% i [0) !
m =
dt? 2
a2z .
M= =
de £
Luego
x= ——i%gi-" cos A
y=0
LI
g=h-— ?gt‘

Asi, el punto, en su caida, se mueve en el plano ZOX i en-
cuentra el plano horizontal X OV en el punto de coordenadas

y=0

z=-»%~wﬁ,\/——£ cos A
3 £

Se ve que el punto de caida se encuentra al este del punto C
que es el pié de la vertical del punto A.

A Freiberg, por 51° de latitud norte, se ha hecho la espe-
riencia de dejar caer un cuerpo desde una altura de 158™5; se
ha observado una deviacion de 0™,0283 hécia el este; la (6r-
mula obtenida mas arriba da, como desviacion, o™,0276. La
concordancia, como se ve, es mui suficiente.

PENDULO DE FOUCAULT

Consideremos un péndulc simple de lonjitud / cuya estremi-
dad fija coincide con C la estremidad mdvil serd un punto ma-
terial, sometido a la gravedad i a la tension /¥ del hilo; el mo-
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vimiento de este punto satisfard a las ecuaciones (9) en las
cuales

X¢=—-N%
N2
Y, = Nl
Zt:-zV»1—

Para mas simplicidad, supondremos las oscilaciones de poca

’ 2 2

. . . . £\ .
amplitud i despreciaremos las cantidades &T> i <%> ;7 con
este drden de aproximacion, se deberd considerar z como una

constante igual a /, puesto que z es igual a

ivadas de z serdn tambien iguvales a cero; las ecuacio- .
nes (g) dardn por consiguiente

d*x “dy

m- =N va -i—zmw—ﬁsenk
dzy ¥ dx

m T = - v — 2 M v seh A

=~ N—wg—2 nio %cos A

. . x
Despreciaremos tambien los productos de T e % por w, en-

ténces si, en las dos primeras ecuaciones, se reemplaza /V por
su valor deducida de la tercera, se obtendrd simplemente

rodx ay g
— —~2@w—>-Sen A + 2 r=0
(11) dir ai /
d*y

—+2w j‘:senx—i- ¥y=0

a? a
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Estas dos ecuaciones dan el movimiento de la proyeccion,
en el plano X0V, dela extremidad del péndulo; désignaremos
esta proyeccion por M. ‘

El punto M/ se mueve, respecto del sistema X0V, como un
punto material, de masa unidad, { sometido a dos fuerzas: una
normal a la velocidad ¢ e igual 2 2 w v sen A, la otra dirijida

segun el radio vector » e igual a % 7.

Consideremos en el plano X0V dos ejes Of, Oy, animados
respecto de los primeros de una rotacion de velocidad angular
constante o = —w sen A; para obtener el movimiento de A/,
respecto del sistema movil, aplicaremos las férmulas (5); sean
X', YV las proyecciones sobre OF, Oy de las fuerzas que obran
sobre el punto considerado, se tendra

CdrE L , dy
|z =X 20y,
(12) A
f a2 P a
e

Determinemos X/, V7: sea ¢/ la velocidad relativa de A/ res-

pecto del sistema £0y; o/ difiere de v de una cantidad del 6r-

den de w, luego la fuerza 2 w v sen » puede reemplazarse por
P P p

2w 7 senw O0—2w'Y’ 1 sus dos proyecciones sobre Ow 1 Oy son

- w’j—g, 2w de
Por otra parte, las proyecciones de la fuerza § 7 son —2; g,
_—’%7], luego
X'=—2 m’f‘%._ 5;_5
V=42 m’if—‘—g—

dr 17
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Substituimos en {12) i despreciamos «'? tendremos simple-

mente
% _ ___g_'g
a2 7
d*y
7 A
Sea todavia
£ _ge
=

Las soluciones de las dos ecuaciones diferenciales son
£=A4 cos Kt+ Bsen K¢
n=A"cos K¢+ B’ sen K¢

Para determinar las constantes supondremos que, en el mo-
mento =0, el punto estaba situado sobre el eje OF, a la dis-
tancia 7, del orijen, i en reposo absolute; su velocidad relativa
era enténces normal al radio vector e igual a

Fow SEN A

Segun esto, se debe tener, en el momento ¢=o0

F — ,ég-—o
=% =
dy
7=0 QE—.rowsenl
De ahi se deduce
A=r, B=o0
. / _ ¥ow s€n A
A'=o0 B'= z
Luego .
E=r,cos Kt
7;——-7'01”3?";}— sen K7

X



872 MEMORIAS CIENT{FICAS I LITERARIAS

Estas ecuaciones representan una elipse referida a sus ejes;
' w Sen A;
K
ademas el punte § 5 describe esta elipse en un tiempo 7
tal que

las lonjitudes de estos ejes son respectivamente #,1 7,

K7=2~=

T—-—————Z’T /~

En resimen, la estremidad del péndulo describe sensible-
mente una elipse que jira en su plano, con una velocidad angu-
lar igual a—w sen A, es decir, en el sentido este-suroeste para
los puntos del hemisferio norte 1 en el sentido inversc para los
del hemisferio sur.

O bien

Estos resultados han sido verificados por primera vez por
Foucault en su célebre esperiencia del Panteon. Hace pocos
afios, en 1889, se hizo una esperiencia andloga en el salon de
la Universidad de Santiago, con un péndulo de 20 metros de
largo. .

La amplitud 7, de la oscilacion inicial era igual a 1 metro; se
obtiene entdnces

wsen A 7
70‘7?——:7'0@ sen A —=0""057
S

De tal manera que la elipse mévil tenia sus ecjes respectiva-
mente iguales a 1™ i 0™™057; era practicamente una recta; el
péndulo parecia oscilar en un plano; este plano debia jirar al.
rededor de la vertical con una velocidad angular w sen A=
0,000.0402, es decir, debia dar una vuelta entera en 43 horas,
26 minutos o bien describir un dngulo de 8" 17" enuna horaien
el sentido oeste-sur-este.

Estos resultados se averiguaron durame las primeras horas
del movimiento.
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SEGUNDA PARTE

DE LOS SISTEMAS MATERIALRES

CAPITULO 1
TEOREMAS FUNDAMENTALES

Un sistema material es la reunion de una infinidad de punios
materiales. Esta definicion se estiende a todos los cuerpos de
naturaleza: sélidos, liquidos i gases i no depende de la ma-
nera como estan constituidos estos cucrpos.

Los mismos atomos que la quimica supone indivisibles son
cuerpos de dimensiones estremadamente pequeflas pero finitas
i se pueden considerar tambien como la reunion de una infini-
dad de puntos materiales.

Cuando un sistema material se mueve en el espacio, los pun-
materiales que lo constituyén no obedecen directaniénte a la
accion de las impulsiones que obran sobre el sistema, porque el
movimiente de cada punto es constantemente alterado por la
presencia de los puntos vecinos, como si estos puntes estuvie-
fan, a cada ifistante, sometidos d acciones reciprocas. De ahi la
necesidad de distinguir dos clases de acciones: 1as acezones este-
riores que emanan de causas esteriorcs al sistema, i las acciones
interiores que s¢ desarrollan entre los puntos mismos que cons-
tituyen el sistema. :

No tenemos ningun dato sobre la intensidad i la direccion
de las impulsiones elementales que representan, a cada instante, -
las acciones interiores; sin embargo debemos admitir que estas
impulsiones satisfacen al principio de la igualdad de la action
i de la reaccion; es decir que, a cada una de ellas, corresponde
otra simultdnea, igual i de sentido contrario, situada sobre la
misma linea de accion. k
" Estos grupos de dos impulsiones simultdneas son caracteri-
zados por las dos propiedades siguientes:

1.2 La suma de sus proyecciones sobre un eje cualquiera es
nula;

TOMO XCIV 60
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22 La suma de sus momentos respecto a un eje cualquiera
es tambien nula.

La primera propiedad espresa que las dos impulsiones son
iguales, paralelas i de sentido opuesto i la segunda que estan
situadas sobre la misma linea de accion. Estas son, por Consi-
guiente, las Unicas propiedades independientes de la intensidad
i direccion propia de cada una de las impulsiones interiores.

Sean m la masa de uno de los puntos 47 del sistema, z su
velocidad en el momento 2 i v+ dv su velocidad en el momento
#+dt; Fdt la impulsion clemental que las acciones esteriores
imprimen a este punto, durante ¢l tiempo &¢; f; ¢ la impul-
sion elemental que, durante el mismo tiempo, el punto 3/ recibe
de otro punto del mismo sistema; designemos respectivamente,
con los simbolos Pt i 47t la proyeccion i el momento de un
vector, tendremos

Prom(vtdvy=Pt muv+ Pt Fdt+Z P+ fi dt

Mem(v4dv)y=Mt mu+ M Fdt+S M fi dt

-Sumemos las ecunaciones andlogas, referentes a todos los

.

puntos del sistema: en los segundos miembros de estas sumas

las impulsiones /1 @f desaparecerdn, segun lo que se ha estable-

cido mas arriba. Quedard por consiguiente
SPim(vt+dv)y=X Pt my+2 Pt Fdt

SMm(v+dv)=2M! my+ 2 Mt Fdt

Las espresiones = Pt smw 1 £ M ¢ mv son funciones del tiempo
Z 1 cuando ¢ se cambia en 24 d#, estas espresiones se cambian
en TPtm (vtdo)yi M! m (v+dv), ademas, en los segundos
miembros, se podrd sacar 47 fuera del signo Z; podremos escri-
bir por consiguiente

S e
f’;“ Pt mY_ s pi g
ar

AU mv

L =3 M
7 IM:F

Qb
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Estas ecuaciones son comunes a todos los sistemas materia-
les porque, en ellas, no figuran las fuerzas interiores; ademas el
eje fijo de las proyecciones i de los momentos tiene una direccion
arbitraria. :

Si el movimiento del sistema se reficre a tres ejes de coor-
denadas rcctangulares, cada una de las ecuaciones (1) da tres
ecnaciones, referentes a los tres ejes de coordenadas; designe-
mos por un indice las proyecciones i los momentos que se re-
fieren a cada uno de los ejes; tendremos

4% Pimuv a> M my

; L s T Y MF
\ , §/) PLF 7 M F
) dEPimv o dTMimv o ..
(2) K —a = TP E — =2 M, F
t, S 17t
| AZBmy _ypip A2 sy

&t at

Son seis ecuaciones, comunes a todos los sistemas materia-
les. Estas ecuaclones no bastan, en jeneral, para determinar el
movimiento del sistema; son solo seis rclaciones a las cuales
deben satisfacer todos los sistemas materiales.

COSA EN QUE LAS FUERZAS ESTERIORES SON NULAS
O SE HACEN EQUILIBRIO

Se dice que un sistema de fuerzas estd en equil/ibrio o que las
fuerzas que obran sobre un sistema material se tacen equilibvio
cuando, respecto de un eje cualquiera, la suma de las proyec-
ciones 1 la suma de los momentos de las fuerzas son respecti.
vamente nulas. Asi, por ejemplo, las fuerzas que, en un momento
cualquiera, corresponden a las acciones interiores se hacen
equilibrio.

Si las fuerzas esteriores son nulas o si estas fuerzas se hacen
equilibrio, los segundos miembros de las ecuaciones (1) son
nulos 1 se obtiene '

¥ Pt mv="Const.

(3)

e

{ I Mt mv=Const.
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Llamemos sisternas de vectores equivalentes los sistemas de
vectores tales que, respecto de un eje cualquiera, la suma delag
proyeccionies de los vectores de cada sistema i la suma de sus
momentos, sean respectivamente iguales, podremos decir: .du-
runte vl movindento de un sistemma maierial, abundonado a st mis-
mo; o somelido a fuerzas esleviores en equilibrio, vl sistewna de
veclores que, a cada montento, representa las cantidades de movi-
milento de todos los punitos, queda stempre equivalente a sé mismo.

DE LAS PERCUSIONES.—SIGNIFICACION DE LAS CONSTANTES
QUE FIGURAN EN LAS FORMULAS (3)

Se !lama jeneralmente percusion una impulsion de gran inten-
sidad que obra durante un tiempo mui pequefio. La percusion,
como la impulsion, tiene por medida la cantidad de movimien-
to que toma un purito material sometido, en el repeso, a la per-
cusion considerada. '

Tedricamente se supone que el tiempo durante el cual obra la
percusion tiende hicia cero a medida que la intensidad o Ia
fuerza de la percusion tiende hicia el infinito, de tal manera que
la percusion es una impulsion elemental de juerza infinita.

Consideremos, en primer lugar, un punto material de miasa
m, sometido a una percusion. Sea AZ el intervalo infinitamente
pequefio de tiempo durante el cual obra esta percusion; A?
pucde subdividirse en elementos #%, infinitamente pequefios res-
pecto de Ay, luego el efecto de la percusion, durante el tiempo
Az, puede calcularse de la misma mancra como el efecto de
cualquiera otra fuerza continua. _

Sea 7o la velocidad del punto en el momento Z en quela
percusion principia a obrar; consideremos un sistema de com-
paracion animado de una traslacion recta i uniforme de veloci-
dad vo;en el momento inicial %, €l punto material estA en reposo
relativo, respecto del sistema de comparacion adoptado i el
=fecto de la percusion sobre el punto, en reposo relativo, es el
mismo como si el punto estuviera en reposo absoluto. Si algu-
nas fuerzas finitas obran sobre el punto, junto con la percusion,
el efecto de estas fuerzas, durante el tiempo Af serd de dar al
punto una velocidad relativa del drden de Az i un cambio de

PEETY *
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lugar relativo del érden de A#?, luego el sfeeta de estas fuerzas,
durante el tiempo A# puede despreciarse.

Sean, a un momento ¢/ comprendido entre 4’1 o +AZ 2, 1, &
las coordenadas del punto material, respecto del sistemna de
comparacion adoptado i &, V, Z las proyecciones de la fuerza
de percusion; se tiene

ax?
m ;ZF:A
Tuego

dx® .
e Eﬁdt— X dt

I, como la velocidad relativa es nula en el momento 2,

dr 4
1 -0,%= [t Xdt

Sea v la velocidad relativa del punto en el momento 7o+ Az
i, la proyeccion de ww sobre OX, se tendrd

Y
72 T, = j Xdt
to

Consideremos una curva plana, cuyas ordenadas son los va-
lores de X' i las abcisas los tiempos; la integral definida repre-
senta el drea comprendida entre la curva, el eje de los tiempos
i las ordenadas correspondientes a las abcisas #o 1 Zo+ AZ; se
comprende que, si las ordenadas X tienden hécia el infinito a
medida que Af tiende héacla cero, el drca considerada podrd
tener cierto l{mite finito; sea /, este limite, tendremos

m o, = I,
I del mismo medo

mewy =/

ww, =/,
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Sea / un vector cuyas proyeccionesson /. , 7, 7, ; las ecua-
ciones obtenidas muestran que este vector / es igual, en mag-
nitud, direccion i sentido a = w.

Sea finalmente v la velocidad del punto material cuando la
percusion ha cesado de obrar, se tendrd

V=00 +w
O bien

mv =mvo+mw=mvo+l
Asf la cantidad de movimiento del punto, despues de la per-
cusion, es ia resultante jeométrica de su cantidad de movimien-
to inicial ide la cantidad de movimiento que mide ia percusion.
El punto material no se mueve durante ld percusion. Sea
en efecto, Ar el incremento de » durante el tiempo A7 se tiene

(zo + Az
dx
j . T dt

La velocidad relativa del punto queda finita, durante el inter-
valo de tiempo A#, i varia desde cero hasta w; luego la integral
definida representa el 4drea comprendida entre una curva, cuyas
ordenadas son finitas, { dos ordenadas correspondientes a las
abcisas fo 1 fo + AZ; esta drea es pues del érden de Az

En restmen, una percusion cambia bruscamente la wvelocidad
de un punio.

Consideremos ahora un sistema material al reposo 1 supon-
gamos que, a cierto momento inicial %, los puntos del sistema

Axr=

o algunos de ellos reciban percusiones; estas percusiones forma-
rdn un sistema de vectores i su medida serd precisamente el sis-
tema de las cantidades de movimiento de los puntos en el mo-
mento 4. Si, en seguida, ninguna fuerza esterior obra sobre el
sistema, el sistema de los vectores formado con las cantidades
de movimiento de todos los puntos queda siempre equivalente
a sf mismo i, por consiguiente tambien, siempre equivalente al
sisterna de las percusiones iniciales. De ahl se deduce que /os
constantes que figuran en las fOrmulas (3) representan respectiva-
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mente, la suma de las proyecciones 1 la suina de los momenios de
las percusiones tniciales.

CONSECUENCIA IMPORTANTE

Si, a cierto momento ¢, se da, a cada punto de un sistema en
movimiento, una percusion igual i de sentido contrario a la
cantidad de movimiento que posee, el sistema volverd al reposo;
pero, en jencral, este reposo serd solo snstantdneo porque, dcs-
pues de estas percusiones, las acciones interiores obrardn sobre
los puntos del sistema. Sea lo que fuera, el segundo sistema de
percusiones es equivalente al sistcma de ias cantidades de mo-
vimiento, tomadas en sentido contrario; Tucgo tambien, si no
hai fuerzas esteriores, este sistema de percusion es equivalente
al sistema de las percusiones iniciales, tomadas tambien en sen-
tido contrario.

En otros términos, e/ sistema de las percusiones que da su mo-
vimiento inicial a un sistema matevial i el sistema de las pescu~
stones que pueden veponer, a un momento cualquiera, el sistena
wmalerial en el reposo se liacen siempre equiltbrio, cuando no obran
Juerzas estertores.

El movimients que toma el sistema material, despues de
haber sido repuesto en el reposo instantanco, o bien el movi-
miento que toma un sistema material sometido, desde el reposo,
a percusiones que se hacen equilibrio, satisface enténces a las
relaciones

S Pt my=0
XMt omv=0
Estas mismas ecuaciones son satisfechas cuando un sistema

material ¢s sometido desde el reposo a fuerzas finitas en equi-
librio.

TEOREMA DE LAS AREAS

Unamos todos los puntos de un sistema material a un punto
O; los radios vectares describirdn ciertas dreas; sea OX un eje
que pasa por el punto Oi 7 un plano perpendicular a 0.X;

O
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da’ la proyeccion, sobre el plano P, del drea que describe, du-
rante el tiempo 42, el radio vector de un punto de masa e, se
tendra

’
~ da
M imo=2m——

dt
Luego, para todos los puntos del sistema

da’
SMimv=2%m—-
dt

Supongamos que la suma de los momentos de las fuerzas

ecuacion precedente serd constante luego tambien

da’

S e
3 7 a
Q bien
Sma =Ct+

Asi, en el caso considerado, Ja suma de los productos de la
masa de cada punto por la proveccion, sobve el plano P, del drea’
que describe su radio wector, varia proporcionalmente al tiempo

Si las fuerzas esteriores son nulas o si ellas se hacen equili-
brio, la misma propiedad se verificard cualquiera que sea la
orientacion del plano 7.

Supongamos que las dreas descritas por los radios vectores
se cuentan desde las posiciones que ocupan estos radios vecto-
res cn clerto momento inicial 7, podremos escribir

Zmad =C(—1,)

Si en el momento inicial 7 el sistema estaba en reposo i si
en seguida las fuerzas que obran se haeen constantemente equi-
librio, la suma de los momentos de las cantidades de movi-
miento es nula, luego C es igual a cero i se tiene

- T wa' =0
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Esta férmula es caracter{stica del movimiento que toma un
cuerpo cualjuiera, sometido, desde el reposo, a sus acciones in-
teriores 1 a acciones esteriores que se hacen equilibrio.

Supongamas en este caso que, en dos momentos 7, i £, , el
cuerpo vuelve a tomar la'misma forma, las dos pesiciones del
cuerpo serdn jeneralmente distintas; en efecto, para que estas
dos posiciones esten confundidas es necesario que la suma de
las proyecciones, sobre un plano cualquiera, de las dreas descri-
tas por los diferentes puntes durante el intervale 7, — ¢, sea
rigorosamente igual a cero, lo que no sucede en jeneral.

TEOREMA DE LAS FUERZAS VIVAS

Cuando un punto material es sometido a una fuerza 7, el
medio aumento de su fuerza viva o el aumento de su enerjfa
cinética es igual al trabajo correspondiente de la fuerza f, de
tal manera que, si 7z es la masa del punto, o, I  sus velocida-
des en los momentos £, i 21 @/ el trabajo de la fuerza f/ du-
rante el tiempo /-, se tiene

1 o=
/ 2 —— v = ©
nv S mvt = Of

{\J]H

En el caso de un sistema mate_rial, la fuerza / que obra sohre
un punto cualquiera 4/ del sistema es la resultante de cierta
fuerza esterior 7 i de las fuerzas interiores que representan las
acciones de los demas puntos del sistema sobre /. Sea, por
ejemplo, /; 4t la impulsion elemental que representa la accion,
sobre M, del otro punto /V del sistema, tendremos

G f= GF+3 G [

Bajo el signo ¥ se consideran todas las acciones interiores
que obran sobre el punto considerado M. Asi, para un punto
cualquiera del sistema, se tiene

1 1 Spp—
B o2 —5—.1217)9‘3 = @F+Z Gf;
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Cada punto dard una ecuacion andloga i la suma de todas
ellas serd

1
(4) — X mv® - Smv =2 GF+2X G /[

Es la espresion analitica del teorema de las fuerzas vivas: el
primer miembro es el aumento de la enerjia cinética total del
sisterna durante cierto tiempo; este aumento es igual a la suma -
de los trabajos de las fuerzas esteriores, i de las fuerzas interio-
res, durante el mismo intervalo de tiempo.

Las fuerzas esteriores emanan siempre, sea de un medio
activo, sea de cuerpos esteriores al sistema i dotados de cierta
enerjfa potencial, el trabajo de estas fuerzas es, por consi-
guiente, igual a la cantidad de encrjia potencial esterior que ha
sido gustada; del mismo modo, las fuerzas interiores emanan
del sistema mismo i su trabajo es igual al gasto de cierta can-
tidad de enerjia potencial interior. El teorema de las fuerzas
vivas puede por consiguiente, espresarse de la manera siguiente:
el aumento de la enevjia cinética de un sistema material, duranite
cterto inlervalo de tiempo, es igual ala suma de los gastos dela
enevjia potencial esterior i de la enerjia potencial intevior. En otros
términos, la suma de la enerjia cinética del sistema, de la eneria
potencial esterior i de la enerjia potencial tntevior, queda constanie.
durante el movimiento del sistewma.

ENERJIA INTERIOR

La variacion de la enerjia interior de un sistema puede cal-
cularse en funcion de las fuerzas interiores i de la variacion de
las distancias respectivas de los puntos del sistema.

Sean (fig. 1), M i 4V las posiciones de dos puntos del sistema
en e! momento ¢ 7 su distancia; 47, N’ las posiciones de los
mismos puntos en el momento ¢+ d#, »+dr su distancia; /; ¢
las impulsiones elementales simultdneas que, en el tiempo ¥,
representan la accion de A4 sobre /V i la reaccion de /V sobre
M, ds,, ds, los cambios de lugar MM i NV'; oy, a, los dngu-
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los que cada cambio de lugar hace con la direccion de la im-

pulsion correspondiente. Eg]
Proyectemos el poligo-

no MM’ N'N sobreladi- 2 -

reccion M NV 1 desprecie- 4“7 N 7*7\“; _____

mos los infinitamente pe- _‘__25&4*__““‘_{,&\ :

quefios de drden superior o g oy T

a dt, tendremos

vy=ds, cos a, +¥+dr+ds, ccs a,
O bien
ds, cos a, +ds, cos a, = —dr

Multipliquemos los dos miembros por f;, tendremos
Ji ds,cosa,+ fi ds, cosa,=—f; dr

El primer miembro es precisamente el trabajo elemental del
par de fuerzas interiores /f; luego, para 2l conjunto de todos los
pares,

SSd G fi =—3f dr

En el segundo miembro, cada par de fuerzas interiores simul-
tineas es representado por un solo término. Sean 7, i 7 los va-
lores de la distancia MV en dos momentos 717, se tendrd
tambien

L4

(5) b

fa
T/ =—zf Fi dr
7o

CONSECUENCIAS DE LA FORMULA (5)

Consideremos un cuerpo #drico en el cual las distancias res-
pectivas de los diferentes puntos se conservan rigerosamente in-
variables; este cuerpo hipotético se llama sélido invariable. Para
este solido, la suma de los trabajos de las fucrzas interiores es
rigorcsamente nula i el medio avmento de la fuerza viva total es
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igual a la suma correspondiente de los trabajos de las fyerzas
esteriores; ademas, la fuerza viva queda rigorosamente constante
cuando las fuerzas esteriores son nulas. Estudiaremos mas ade-
lante las propiedades del movimiento de estos sclidos tedricos.

Consideremos zhora un cistema formade de varios cuerpos,
sustraidos a toda accion csterior i susceptibles solo de chocar
unos con los otros; admitamos que, a distancia, los diferentes
cuerpos que constituyen el sistema no tienen ninguna accion
sensible unos sobre otros i que el choque produzca una defor-
macion de los cuerpos en contacto, deformacian seguida despues
del choque, de otra deformacion en sentido contrario que repo-
ne los cuerpos en su forma primitiva. Los cuerpos considerados
se llaman cuerpos eldsticos. La deformacion producida por el
choque corresponde a cicrto trabajo de las fuerzas interiores i
la deformacion en sentido contrario corresponde a un trabajo
igual i de signo contrario, de tal manera que, despues del cho-
que, la suma total de los trabajos de las fuerzas interiores es
nula. La fuerza viva total dcl sisteina queda por consiguiente
constanie,

Para que las deformaciones iguales i del sentido contrario co-
rrespondan a trabajos iguales i de signo contrario, es necesa-
io que la fuerza /; que obra entre dos puntos, a distancia # uno
del otro, sea una funcion de » que terga un solo valor para cada
valor de 7.

I.a observacion muestra que los cuerpos eldsticos de la natu-
raleza satisfacen sensiblemente a esta condicicn.

cariTULO 1T

SISTEMAS DE VECTORES EQUIVALENTES

Este capitulo es puramente jeométrico, pero sus conciusiones
se aplican a tados los problemas de la mecdnica en los cuales
figuran vectores como cantidades de movimiento, impulsiones
o fuerzas.

Definicion.—Dos sistemas de vectores son equivalentes eugn-
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do la suma de las proyecciones i la suma de los momentos de
los vectores son respectivamente iguales, en uno i otro sistema,
cualquiera que séa ¢l &¢je de proyeccion o el eje de los momentos.

La equivalencia de qué s¢ trata en esta definicion es una
equivalencia_jeométrica; hai un caso, sin embargo, en que la equi-
valencia jeométrica es tambien mecdnica: es el caso del sélido
invariable; se demostrard en efecto mas tarde que dos sistemas
de impulsiones o dos sistemas de fuerzas representados por siste-
mas de vectores equivalentes producen el mismo efecto sobre
un sélido invariable.

Cuando la suma de las proyecciones i la suma de los mo-
mentos de los vectores de un sistema respecto a un eje cual-
quiera son nulos, se dice que el sistema de vectores estd en
equilibrio. Se trata tambien aqui de un equilibrio jeométrico.

Un sistema de vectores queda equivalente a sf mismo cuando
se trasladan los vectores sobre su linea de accion o cuando se
reemplazan vectores concurrentes por su resultante jeométrica
o cuando se agregan pares de vectores iguales dos a dos, de sen-
tido opuesto i situados sobre la misma linea de accion; todas
cstas trasformaciones i agregaciones dejan en efecto invariable
la suma total de las proyecciones i la suma total de los momen-
tos de los vectores del sistema.

Hai unainfinidad de sistemas equivalentes a un sistema dado
de vectores; sin embargo, entre todos ellos, habrd uno mas sen-
<illo que los demas. La composicion de los vectores tiene por
objeto determinar el sistema mas sencillo equivalente a un sis-
tema dado.

Estableceremos en primer lugar las propiedades de los pares.

TEORIA DE LOS PARES

Un par de vectores o simplemente un par es el sistema for-
mado por dos vectores iguales, paralelos i de sentido opuesto.
La distancia de las dos lineas de accion se llama drazo de pa-
lanca del par.

Se entiende respectivamente por proyeccion de un par i mo-
mento de un par, la suma de las proyecciones i la suma de los
momentos de los dos vectores que constituyen el par.
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TEOREMA L—La proyeccion de un par sobre un eje cualguiera
es igual a ceyo.

En efecto, las proyecciones de los dos vectores que forman
el par son iguales i de signo contrario, la suma es por consi-
guiente nula. ’ '

TEOREMA 11—E/ momento de un par, respecto a un ¢je cual-
quiera, tiene la misma medida que la proyeccion, sobre un plano
perpendicular al eje, del drea del paraleligramo construido sobre
los dos vectores del par.

Sea {fig. 2) OX el eje de los momentos i £ un plano perpen-
dicular a 0X; F la lonji-
tud comun de los vecto-
res que forman el par
dado, éste se representa
con el simbolo & —F;
sea tambien f la proyec-
cion de F sobre el plano
P, la proyeccion del par
F — F sobre este plano
serd el par f— /.

En el plano P, trace-
mos la recta OCD, per-
pendicular sobre los dos
vectores paralelos /£ El
momento del vector &,
cuyo punto de aplicacion
estd en B, tiene por me-
dida el producto 00 X f; su signo es positivo si un observadeor,
colocado segun OX, ve el sentido del vector en el sentido posi-
tivo; es lo que supondremos aqui. El momento del vector 7,
aplicado en A, tiene por medida el producto £x OC i su signo
es negativo, segun la figura i la convencion hecha sobre el

sentido positivo; luego
MY F—F=fx0D—fxO0C=fxCD

El producto /X CD es precisamente la medida del paralelé-
gramo construido sobre los dos vectores /i su érea es la pro-
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yeccion, sobre el plano 2, del area del paralelégramo construido
sobre los dos vectores del par #—/F. Lo que demuestra el teo-
rema.

EJE DE UN PAR

Tracemoes, por el punto O, un vector OF, perpendicular al
plano del par F—F, démosle una lonjitud igual a la medida
del drea del paralelégramo F—/ iun sentido tal que un ob-
servador, colocado sobre el plano del par, sus piés en el centro
del paralelogramo i su cabeza en el sentido del vector OF vea
el sentido de los vectores F en el sentido positivo; el eje OF
se llama eje del par F—F.

Sea a el dngulo del plano #—F con el plano P 1 4 el drea
del paralelégramo F— F; se tiene segun el teorema anterior

M (F=F)y=A cosa

Por construccion, 4 tiene la misma medida que OZ i el 4n-
gulo de OF con OX es igual a a; sea por consiguiente X, la
proyeccicn de OF sobre OX se tiene

A cos a=FK,
luego

MIF-F)=E,

Asi el momento de un par respecto a un eje cualquiera OX
es igual a la proyeccion del eje del par sobre OX.

La propiedad es evidentemente jeneral i se aplica a un eje
de momentos cualquiera; ademas el punto de aplicacion del
vector OF es completamente arbitrario. '

TeoOrREMA 111.—Todos los pares de un wmismo gje son sistemas
equivalentes.

En efecto, segun el teorema I, la suma de las proyecciones
de los vectores de cada uno de los pares es igual a cero, cual-
quiera que sea el eje de proyeccion i, segun la definicion del eje
de un par, los momentos de todos los pares, respecto a un eje
cualquiera, son iguales a la proyeccion de su eje comun sobre
el eje de los momentos. Asi las condiciones necesarias para la
equivalencia de los sistemas de vectores son satisfechas.
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Notaremos que los pares del mismo eje pueden estar situa-
dos en un ‘mismo plano o en planos paralélos; la orientacion i
la distancia de los vectores son indeterminados; solo el drea del
paralelégramo, construido sobre los dos vectores de cada par,
debe tener la misma medida que el eje comun.

Notaremos tambien que, cuando el eje de un par tiene su
punto de aplicacion sobre uno de los vectores, el eje del par se
confunde con el eje del otro vector.

TEOREMA [V.—F/ sistema formado por un nitinero cualguiera
de pares es equinlente o un pav tinico cuyo gje es la resultante jeo-
wictrica de los ejes de los paves componentes.

i.c La suma de las proyeécciones de todos los vectores del
sistema considerado, sobre un ejé cualquiera, es igué.l a cero,
si el sistemna equivalente mas sencillo fuera un vector unico, su
proyeccion sobre un eje cualduiera seria igual a cero i el vector
mismo tendria que ser nulo; su momento respecto a un eje cual-
quiera seria tambien nulo; por otra parte, la suma de los mo-
mentos de los pares componentes, respecto a un eje cualquiera,
es igual a la suma de las proyecciones de los ejes de estos
pares i esta suma no cs nila en jeneral, luego el sistema mas

sencillo equivalente al sistema de los pares serd jeneralmente
un par.

20 Sean ey, £yenne.. e, los ejes de los- pares componentes i £
el eje del par equivalente o resul/tante; el momento de este par
resultante, respecto a un eje cualquiera, OX por ejemplo, debe
ser igual a la suma de los momentos de los pares componentes,
respecto a OX. Pero el momento de un par, respecto a 0.,

tiene por medida la proyeccion del eje del par sobre 0.X; luego
debemos tener

PLE=P ¢, +P. o, 4.+ P e,

Ademas esta relacion queda la misma cualquiera que sea la
direccion del ejc 0.X considerado; luego se debe tener

E=t de, 4. te,

Lo que demuestra ¢l tébrema.
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COMPOSICION DE UN SISTEMA CUALQUIERA DE VECTORES

Sea S un sistema cualquiera de vectores; por un punto fijo
i arbitrario O, tracemos un primer grupo de vectores, respecti-
vamente iguales en magnitud, direccion i sentido, a los vecto-
res del sistema S iun segundo grupo de vectores respectiva-
mente iguales a los primeros i de sentido opuesto.

El sistema S, al cual se han agregado estos dos grupos de
vectores, queda evidentemente equivalente a si mismo, puesto
que, respecto a un eje cualquiera, la suma de las proyecciones
i la suma de los momentos de los vectores agregados son igua-
les a cero.

El primer grupo de vectores, cuyo punto de aplicacion comun
es el punto O, puede reemplazarse por su resultante jeométrica
R; ahora, los vectores del segundo grupo i los del sistema S
forman un ntmero igual de pares i éstos son equivalentes a un
par unico cuyo eje G es la resultante jeométrica de los ejes de
los pares componentes.

En restimen, el sistema .S es equivalente a un vector K ia
un par de eje G.

El punto O se llama centro de reduccion, el vector R es la
resultante de traslacion i el eje G el efe del par resultante.

NoTa. - Como el por resultante es definido solo por su eje,
se puede siempre suponer que uno de los dos vectores de este
par tiene su punto de aplicaeion en el centro de reduccion; este
vector i la resultante de traslacion R pueden entdnces reem-
plazarse por su resultante jedmetrico, luego un sistema cual-
quiera de vectores es siempre equivalente a dos vectores.

Cdleulo de R 1 G

Para calcular £ i G se considera, en el centro de reduccion O,
un sistema de tres ejes rectangulares OX, OY, OZ i se espresa
que el sistema S es equivalente al sistema (R, &).

Sea F uno de los vectores del sistema 5, la proyeccion de 7
sobre OX es Py, F i la proyeccion del sistema (&, ) se reduce

a la proyeccion de R es decir R, puesto que la suma de las
TOMO XCIV 61
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proyecciones de los dos vectores del par & es ignal a cero; ten-
dremos por consiguiente

(1) R, =S PF

¥

( R, =3 PLF
?

\ R, =3ZPF

El vector R, aplicado en 0, es asi completamente determi-
nado.

Pasemos a los momentos; el eje del par formado por el vec-
tor /i otro vector—/#, aplicado en O, se confunde con el eje
del vector F iel momento del par /—F, respecto a 0.X, es
simplemente el momento del vector 7, respecto del mismo eje,
de manera que la suma de los momentos de todos los pares
componentes respecto a OX es 2 M F; por otra parte, el mo-
mento del sistema (&, &) respecto a OX se reduce al momento
del par de eje G, puesto que K pasa.porel punto 0; el momento
del par es igual a la proyeccion &, del eje G sobre OX, luego
tenemos las férmulas

G.=SM:F
() Gy=3M; F
. G, =S MIF

- Propiedades jedmetrias de los ejes R 1 G

La manera como se obtiene la resultante de traslacion &
muestra que ésta queda constante en magnitud, direccion i sen-
tido, cualquiera que sea la posicion del centro de reduccion;
esto mismo se averigua por medio de las férmulas (1); en efecto
si los ¢jes se trasladan paralelamente a si mismo, las proyeccio-
nes de los vectores no cambian i por consiguiente las tres pro~
yecciones & , R, R, quedan invariables. No sucede lo mismo
con el eje G, puesto que el momento de un vector cualquiera
cambia cuando el eje de'los momentos se traslada paralela-
‘mente a si mismo.
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Determinaremos cdmo varia el eje G en los diferentes cen-
tros de reduccion.

1.0 En todos los centros de reduccion, situados sobre una misma
paralela a la resultante de traslacion, ¢f eje del far resuitante es

" constante en magnitud, diveccion ¢ sentido.

Sean, en efecto, R la resultante de traslacion, G i G’ los ejes
del par resuitante en dcs centros de reduccion 4 i B, situados
sobre una recta paralela a R. Consideremos un eje 4X que
pasa por el punto A4; como los dos sistemos (&, G)i (KR G')
son equivalentes al sistema dado, la suma de sus momentos
respecto a AX deben seriguales: los momentos de & son nulos,
Juego las proyecciones de G i G’ sobre AX deben ser iguales,
Pero AX ticne una direccion cualquiera, luego G i G’ son igua-
les en magnitud, direccion i sentido.

2.0 La proyeccion del eje G del par vesultante sobre lo diveccion
de la resultante de traslacion R es constante. -

Sean, en efecto, G i &’ los ejes del par resultante en dos cen-
tros de reduccion cualquiera, R la resultante de traslacion; los
momentos de los dos sistemas (K, G), (&, G') respecto a un
eje, paralelo a R, deben ser iguales; pero los momentos de R
son nulos, luego las proyecciones de G i G’ sobre R son iguales,

EJE CENTRAL DE UN SISTEMA DE VECTORES

Sea, en un centro de reduccion 4, (fig. 3), & la resultante de
traslacion, 1 G el eje del par resultante de un sistema .S de vec-
tores, 6 el dngulo de estas dos rectas; consideremos una recta
AQO perpendicular al plano RAG. En todos los centros de re-
duccion, situados sobre A0, el eje del par resultante es perpen-
dicular a esta recta; en efecto, sea en otro punto 4/, G’ el eje
del par resultante; los dos sistemas (RG) 1 (RG’) son equivalen-
tes, luego sus momentos respecto de A0 son iguales, pero el
momento del sistema (&, G), respecto a A0, es nulo, luego
tambien el momento del sistema (RG”) respecto al mismo eje
debe ser nulo: el momento de K es igual a cero, Iuego la pro-
yeccion de G sobre A0 dcbe ser nula; en resimen G’ es per-
pendicular sobre 40.
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Sea §’ el dngulo de G’ con K; escribamos que los momentos
de los dos sistemas (R, &) i (R, G’) respecto a una perpendi-

,?__
(o
=
by

x

N e e e e e

~

cular A’ B’ al plano RA O, son iguales: el momento del sistema

(R, G') es G’ sen 01 cl momento del sistema (R G) es '
, G sen 6—Rx A4

luego se debe tener

G sen /=G sen 0—Rx AA’

Por otra parte, las proyecciones de ¢ i G’ sobre la direccion
de R son iguales, luego

G’ cos =G cos O

La primera ecuacion muestra que habra siempre un punto
de la recta A0 i uno solo para el cual G’ sen 6 sea nulo; su-
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pongamos que el punto O de la figura (3) satisface a esta con-
dicion; el punto O sera determinado por la relacion

Gsenf—~RxAO0=o0

O bien

G senf
(3) 40=1500

En el punto O de la recta A4’ los ejes G 1 R tienen entén-
ces la misma direccion OC; luego, en todos los centros de re-
duccion situados sobre OC, los dos cjes R 1 G tendran tambien
la misma direccion.

TEOREMA.—En un sistema dado S de vectores no puede haber
sino una sola recta que tenga la propiedad de la recia OC.

En efecto, si hubiera otra O'C” ésta seria paralela a la primera
puesto que las dos son paralelas a K; ademas los momentos de
los dos sistemas cquivalentes (R, &), respecto a un eje cual-
quiera OX perpendicular a OC, deben ser iguales; pero el mo-
mento del sistema (R, G), aplicado en un punto de OC, esigual
a cero, luego el momento de otro sistema (& &) aplicado enun
punto de (" debe ser nulc: el momento del par es nulo, puesto
que G tiene la misma direccion que OCi es por consiguiente
perpendicular a 0X, luego el momento de K debe ser nulo,
esto no puede suceder sino cuando O'C” encuentra todos los
ejes OX perpendiculares a OC, es decir solo cuando O/ 7 se
confunda con OC.

La recta OC se llama ¢fe central del sistema S. Asi, en cada
sistema de vectores, existe un eje central i en todos los centros
de reduccion, situados sobre este eje, el eje del par resultante
tiene la misma direccion que la resultante de traslacion.

NoTa.—Si en un centro de reduccion cualquiera A la resul-
tante de traslacion fuera nula, el dngulo 6 seria indeterminado
en este punto i el valor de 40 dado por la férmula (3) seria
tambien indeterminado. En este caso el sistema de vectores es
equivalente a un par dnico, i se sabe, en cfecto, que el eje de
este par Unico no cambia, cualquiera que sea su punto de apli-
cacion. :
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DETERMINACION DEL EJE DEL PAR RESULTANTE EN UN
CENTRO DE REDUCCION CUALQUIERA

Sea (fig. 3) OC el eje central del sistema, R la resultante de
traslacion 1 Go el eje del par resultante, en un punto cualquiera
del eje central. Se quiere determinar el eje G en un punto cual-
quiera 4; sea AO=x la distancia del punto al eje central; el
eje G serd perpendicular a A0 i se tendrd segun las férmulas
establecidas mas arriba

G cos 0= Go
& sen §=Rx

Para obtener grificamente la posicion del eje G, se tomard,
sobre OA4, una lonjitud OF igual a la unidad i se trazard una
recta HF perpendicular al plano COH; se tomard HF=R ise
unird el punto O al punto 5. Setraza enténces en 4 una para-
lela a //F hasta su punto de encuentro B con OF, la lonjitud
APB es igual a Rroa G sen §; sea por otra parte 5C=0, 1a
recta AG serd el eje G en el centro de reduccion A

Como el eje central OC es unico, los valores de ¢ i 8 quedan
los mismos en todos los centros de reduccion situados sobre un
cilindro de revolucion de eje OC.

Caso particulor
Si el eje Go es igual a cero se tiene en un punto cualquiera
G cos 6=0
G sen =Rz

Luego, el angulo 6 es recto en todos los centros de reduccion

Es el caso en que el sistema de vectores considerados es
equivalente a una resultante de traslacion tnica.

La reciproca es evidente. Si 6 es recto, en un centro de reduc-
cion cualquiera, se tiene Go=0, luego el sistema se reducea
una resultante de traslacion tnica situada sobre el eje central;
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ademas en todos los demas centros de reduccion el 4ngulo 0 cs
recto.
Estas propiedades se pueden establecer tambien directamente,

TEOREMA.—La situacion del ¢je ceniral no cambia cuando se
multiplican las lonjitudes de todos. los vectores del sistema por un
misnio coeficiente.

Sea, en efecto, O un centro de reduccion cualquiera, R i G la
resultante de traslacion i el eje del par resultante en este punto
i K el coeficiente con el cual se multiplican las lonjitudes de
todos los vectores del sistema. Despues de esta multiplicacion,
la nueva resultante de traslacion tendrd evidentemente la mis-
ma direccion i el mismo sentido que R i su lonjitud serd XR;
por otra parte, el eje de cada uno de los pares componentes
conservara la misma direccion 1 el mismo sentido, i su lonjitud
serd multiplicada por X, luego el eje del par resultante serd G
i tendrd la misma direccion i el mismo sentido que G. De ahi{
se deduce que en un centro de reduccion cualquiers, la resul-
tante de traslacion iel eje del par resultante conservan una
direccion invariable i que su lonjitud es multiplicada por el coe-
ficiente K, la manera como se obtiene el ejc central muestra
entdénces que este tltimo conserva una situacion invariable.

CASO DE UN SISTEMA DE VECTORES PARALELOS

La resultante de traslacion R de un tal sistema es evidente-
mente paralela a ls direccion comun de los vectores i su mag-
nitud es igual a la suma aljebrdica de las magnitudes de los
vectores componentes; por otra parte, la suma de los momentos
de todos los vectores respecto a un eje paralelo a R es igual a
cero, luego la proyeccion del eje G del par resultante sobre R
es nula; esto significa que en todos los centros de reduccion el
eje G es perpendicular a K i que, por consiguiente, el sistema
de todos los vectores es equivalente a un vector tnico, situado
sobre el eje central del sistema.

Si la resultante de traslacion £ fuera nula, el sistema seria
equivalente a un par anico, cuyo eje seria perpendicular a la
direccion comun de los vectores.
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Si se hacen jirar lodos los vectores del sistema, al rededor de
su punto de aplicacion, de tal manera que en seguida esten para-
lelos a otra direccion, el nuevo eje centyal corla el primero.

) Sea, en efecto, (fig. 4) # uno
j—/‘l}? 7 ‘ de los vectores 1 A8 el eje cen-
4, tral del sistema; el conjunto de
\ los vectores F es equivalente a

un vector situado scbre 458. Se
puede de una infinidad de ma-
neras descomponer & en dos
componentes £, 7, tales que
F tenga la misma lonjitud que
F; hagamos la misma descom-
posicion con los demas vectores
del sistema; el conjunto de los
vectores &, formard un sistema
de vectores paralelos 1 su eje
central serd una recta tal como
A, B, paralela a 7. Por un punto 3 de 45 tracemos una
recta M X paralela a /,; respecto a este eje se tendra

M F=3XM F. +Z M F,
ILa suma de los momentos de #es igual al momento del

vector unico equivalente a los vectores /; como este vector
estd situado sobre 4 B se tiene

S Mt F=o0

Por otra otra parte, los vectores #, son paralelos a M.X, luego
EMtF,=o0

queda por consiguiente
T M F, =0

Los vectores 7, son equivalentes a un vector unico situado
sobre 4, B,; luego el momento de este vector dnico respecto a
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MX es nulo, lo que indica que «1, B, encuentra M.X en cierto
punto V.

E! punto M ha sido elejido arbitrariamente sobre 45, luego
A, B, 1 AB estan situados en un mismn plano i se cortan en
un punto (. ’

Hagamos otra descomposicion del vector # de tal manera que
la nueva componente F’, esté en un plano distinto de ACA,
el nuevo eje central deberd cortar AB 1 A, B, luego pasard
tambien por el punto (; de ahif se deduce inmediatamente que
todos los ejes centrales pasaran por el punto (; este se llama
centro del sistema de vectores paralelos.

El centro € no cambia cuando se multiplican las lonjitudes
de todos los vectores por un mismo coeficiente, puesto que esta
modificacion no cambia la situacion del eje central correspon-
diente.

En restmen, Ja situacion del centro de un sistema de vectores
paralelos, no depende nide la orientacion comun de los vectores, 11
de las magnitudes absolutas de ellos, sino de la situacion de los
puntos de aplicacion i de las magnitudes relativas de los veclores:

CENTRO DE GRAVEDAD

Supongamos un sistema material sometido a la accion de la

pesantez; a un momento dado z cada punto del sistema recibe
durante el tiempo &7, una impulsion vertical wg 4%, siendo m la
masa del puntoig la aceleracion de la pesantez. El conjunto
de estas impulsiones es un sistema de vectores paralelos i de
mismo sentido. Su centro se llama ceniro de gravedad del sis-
tema. :
Como se puede reducir o amplificar proporcionalmente las
magnitudes de todos los vectores i cambiar su comun direccion
sin cambiar la situacion del centro del sistema, se podra decir
tambien: e/ centro de gravedad de un sistema material es el centro
de un sistema de vectores pavalelos, aplicados en los difeventes
puntos del sistema material; todos los vectores tienen ef mismo
sentido ¢ la lonjitud de cada uno de-ellos tiene la misma medida
que la masa del punto material al cual estd aplicado.

Esta definicion permite calcular ficilmente las coordenadas
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del centro de gravedad de un sistera material; consideremos
en efecto un sistema de tres ejes rectangulares i sean z, 7, z las
coordenadas de un punto del sistema; m su masa; £ », { las
coordenadas del centro de gravedad i M la masa total. Para
obtener £aplicaremos, a cada punto, un vector, de misma direc-
cion i mismo sentido que OV, i de lonjitud igual a la medida
de la masa m del punto de aplicacion.

Lasuma de los momentos, respecto a OZ, de los vectores
componentes es igual a = #zr i el momento del vector resul-
tante, respecto al mismo eje es M€ Igualando estas dos espre-
siones se obtiene el valor de £ Andlogas consideraciones dan
los valores de 51 {; finalmente se obtienen las férmulas si-
guientes

[ M E=3 mx

(4) M y=2my

ME{=Zmz

CAPITULO 111

PROPRIEDADES JENERALES DEL MOVIMIENTO DE LOS SISTE-
' MAS MATERIALES

En las seis ecuaciones jenerales comunes a todos los sistemas
materiales, figuran solo las sumas de las proyecciones i las su-
mas de los momentos de las cantidades de movimiento i de las
fuerzas esteriores; estas sumas definen precisamente, en cada
uno de los sistemas de vectores, el sistema mas sencillo equiva-
lente. Sean K i G la resultante de traslacion i el eje del par
resultante del sistema de las cantidades de movimiento; 7 i g
los elementos correspondientes del sistema de las fuerzas este-
riores; si el centro de reduccion es el orijen de las coordenadas
i, si se distinguen con un indice las proyecciones de los vecto- |
res sobre los ejes se tiene

SPimv=2R, P F=r,
I M mv=0G SM:F=g,
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Se obtienen férmulas analogas respecto de los otros ejes 1 las
seis ecuaciones jenerales se trasforman en los siguientes

i ‘_jgi_y 4G _
'\ dr o 7x 7
dR .. dG .,
(0 Tk S S
[ _dRZ,__ . [_i_gi__
T T 4 8-

Segun esto, 57 se considera la estremidad del vector R como un
punto movil, la velocidad de este punto es tgual a la vesultante de
traslacton v de las fuerzas esteriores; del mismo modo, Ja esive-
midad del eje G del par resuliaute de las cantidades de movi-
miento tiene una velocidad rgual al eje g del par rvesultante de las
Juersas esterioves.

Hai otra interpretacion mui importante de las seis ecuacio-
nes jenerales i ésta se deduce de la consideracion del centro de
gravedad. Estableceremos, en primer lugar, algunos teoremas.

TEOREMA 1.—La resultante de traslucion R de las cantidades
de movimiento vepresenta la cantidad de movimiento del centro
de gravedud en el cual se supone concentrada la masa de todo el
sistemna material.

En efecto, sean £ 4, {, las coordenadas del centro de grave-
dad, se deduce de las férmulas (4) del capitulo anterior.

dg dx
- -
M 7 m—

. dy dy
(._) M ZZ = 2 7 27

d)y dz

M =2m—

\ dt at
Sea w la velocidad del centro de gravedad, los tres primeros
miembros son las proyecciones de 4/ sobre los tres ejes i los
segundos son las proyecciones de &; luego & .es igual en mag-
nitud, direccion i sentido a Mzw. Lo que demuestra el teorema.
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TEOREMA 11.—S7 se refieren las posiciones de los puntos del
sistema material a un sistenia de comparacion animado de una
trastacion igual al movimiento del centro de gravedad, el sistema
de vectores formado con las cantidades de movimiento relativas es
equivalente a un par dinico.

Sean, en efecto, 2/, ¥/, ¢’ las coordenadas de uno de los pun-
tos, respecto del sistema movil, @' su velocidad relativa i v su
velocidad absoluta en el espacio; x, 7, z sus coordenadas, res-
pecto de un sistema de coordenadas fijo; como v es la resultante
jeométrica de o1 de la velocidad w del centro de gravedad se
tendrd, al proyectar sobre OX

dr _dv df
dt  at
Sea sz la masa del punto considerado, se tendrd tambien

dv v df
PET 0 dr

Sumemos las ecuaciones analogas para todos los puntos del
sistema, tendremos

3w —k_E 7t xf—{-deé

. . . dag
Pero, segin (2), el primer miembro es igual a M/ —>, luego

dt
dx
2o =0

Se obtendria de la misma manera
ay
> m '(i7 =C
. dz
>om E" =0

Los primeros miembros representan las proyecciones de la
resultante de traslacion decl sistema de vectores m7/, luego esta
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resultante de traslacion es nula i el sistema de estos vectores es
equivalente a un par tnico.

Se deduce de estos teoremas que, a un momento cualquiera,
el sistema de vectores formado con las cantidades de movi-
miento absolutas de todos los puntos de un sistema material es
equivalente: 1.¢ a un vector R, aplicado en el centro de grave-
dad, e igual a la cantidad de movimiento /7w de este punto;
2.0 a un par equivalente al sistema de las cantidades de movi-
miento relativas al rededor del centro de gravedad.

Como el vector R es igual a Mw su direccion es a cada mo-
mento tanjente a la trayectoria del centro de gravedad.

MOVIMIENTO DEL CENTRO DE GRAVEDAD

En las férmulas (2) se pueden reemplazar los segundos miem-
bros por R, Ry, R, ; sisederivan de nuevo estas ecuacio-
nes, se obtendrd, segun (1)

d*f _dR. _
T T T

&y _dR, _
Wgm =" ="
@t dR,
Mg = ="

Estas ecuaciones espresan quc &/ centro de gravedad se mueve
como un punto material, de masa M 1gual o la masa total del
sistema, 7 somelido a una Jfuersa igual a la vesultante de trasia-
cion v de las fuerzas esterioves.

Segun esto, si las fuerzas esteriores son nulas o se hacen
equilibrio o son equivalentes a un par Gnico, el centro de gra- -
vedad tiene un movimiento recto i uniforme.

Las fuerzas interiores no intervienen en estas férmulas, luego
ellas no tienen ningun efecto sobre el movimiento del centro
de gravedad. Supongamos, por ejemplo, que el centro de gra-
vedad de un sistema material estd en reposo i que las fuerzas
esteriores son nulas o en equilibrio o equivalentes a un par
unico, el centro de gravedad permanecerd indefinidamente en
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reposo, cualesquiera que sean las fuerzas interiores que se desa-

rrollen en el sistema.

MOVIMIENTC DEL SISTEMA AL REDEDOR DE SU CENTRO

DE GRAVEDAD

Sean fig. (5) ¢’ 1 ' dos posiciones infinitamente préximas del
centro de gravedad de un sistema material, en los momentos

Fig.5

b4

respecto al eje OX se tiene la férmula

tiz+4+dt; R i R los
vectores que repre-
sentan, en estos mo-

mentos, la cantidad
de movimiento del

centro de gravedad
(R i R son tanjen-
tesen (i ('ala
trayectoria A8 del
centro de grave-
dad); G 1 ¢’ los ejes

de los pares equiva-

lentes a las cantida-
des de movimiento
relativas en los mis-
mos momentos.
Consideremos un
sistema de tres ejes
fijos en el espacio;

EM; m(v+dv)—Z M mv=3M; Fdt

Apliquemos esta férmula, tendremos

S Mm(v+do)=G'y + M} R
SM;mv=G, + MR

. Luego

Gy — G+ M R—MR=SM! Fdt
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Como la posicion de los ejes fijos es completamente arbitra-
ria podemos suponer que ellos coinciden con la posicion, en el
momento #, de un sistema de comparacion, mévil con el centro
de gravedad, i cuyo orfjen estd en este punto. En este caso,
M * R esigual a ceroi M R es infinitamente pequefio de se-
gundo 6rden, puesto que este momento es del mismo drden
que la distancia del punto C a la tanjente en ’. La férmula
anterior se reduce entdnces a la siguiente

G — Gy =3M; Fdt

O bien
dG=dtZL M, F=g. dt

Respecto de los tres ejes se obtendrdn férmulas andlogas;
finalmente se tendrd

I dG x _ .
df  °F
. Pl
(3) \ =y
( a6, _
) \ az =&z

Estas férmulas son idénticas a las férmulas (1). Sin embargo
en (3), los momentos g, £y, £, de las fuerzas esteriores se
refieren a tres ejes rectangulares, de direccion invariable i que
pasan por el centro de gravedad.

En resimen, cuando se refiere el movimiento de un sistema
malerial a un sistema de comparacion, animado de una traslacion
igual ol movimiento del centro de gravedad, la estremidad del
eje G del par resultante de las cantidades de movimiento relati-
vas, tiene una velocidad relativa igual al eje g del par resultante
de las fuerzas esteriores; el centro de reduccion de estas fuerzas
es entdnces a cada instante el centro de gravedad del sistema
movil.

Las tres ecuaciones en las cuales intervienen los momentos
se llaman jeneralmente ecuaciones de rotacion; ellas conservan
la misma forma cuando el movimiento del sistema material se
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refiere a un sistema de comparacion fijo en el espacio 0 mévil
con el centro de gravedad; en el primer caso, se dice que el mo-
vimiento del sistema se efectia al rededor de un puunto fijo i,
en el segundo caso, al rededor del centro de gravedad. Como
se ve, la teoria i las propiedades jenerales de estos dos movi-
mientos serdn idénticas puesto que las ecuaciones correspon-
dientes tienen exactamente la misma forma.

TEOREMA DE LAS AREAS

Sea (fig. 6) OX un gje cualguiera i 2 un plano perpendicular
a OX; el punto O es indiferentemente un punto fijo en el espa-
cio o el centro de gravedad de
un sistema material. Unamos
todos los puntos del sistema ma-
terial con el punto O, los radios
vectores describirdn ciertas
dreas durante el movimiento
del sistema; proyectemos estas
dreas sobre el plano 2, tendre-
mos, para todos los puntos del
sistema

da
SMmv=2 EmTz‘

Sea, en el punto O, G el eje del par resultante de las cantida-
des de movimiento i 6 el 4ngulo de & con OX, se tendra

S M mv=Gcos O

Luego

‘22172—?{% =G cos 6
A un mismo momento #, el primer miembro de esta ecuacion
serd maxima si el plano P es perpendicular a OG, por esta ra-
zon, esta ultima posicion del plano £ se llama plano del mdximo
de las dreas.
Consideremos especialmente el caso en que el eje G queda
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constante, es el caso, en que las fuerzas esteriores son equiva-
lentes a una resultantc de traslacion tnica que pasa por el
‘punto O, o bien el caso en que las fuerzas esteriores se hacen
equilibrio; se tiene entdnces

2Zma=Gt cos 6+ Cons.

Asf la suma de los productos de la masa de cada punto, por
la proyeccion, sobre el plano 2, del drea que describe su radio
vector, varia proporcionalmente al tiempo;en este caso, el plano
del maximo de las dreas permanece en una direccion invaria-
ble; es el plano invariabie de Laplace. :

La constante de integracion puede suponerse nula si las dreas
se cuentan desde las posicicnes que ocupan los radios vectores
en el momento Z=o0.

Si, en el momento inicial, el eje & es igual a cero, la férmula
anterior se reduce a

Zwma=0

Asi la suma de los productos de la masa de cada punto por
la proyeccion, sobre un plano fijo cualquiera, del drea que des-
cribe su radio vector, queda siempre igual a cero.

Un cuerpo vivo, en reposo, abandonado a st mismo en el espa-
cio, puede tomar esponidmente un movimiento de rotacion al rede-
dor de su centro de gravedad inmdvil sin que intervengan acciones
esteviores. '

Un cuerpo vivo en reposo es un sistema material, dotado de
cierta cantidad de enerjia potencial interior i capaz de trasfor-
mar, por si mismo, una parte de esta enerjia potencial en ener-
jia cinética interior. Si un cuerpo vivo en reposo opera esta
trasformacion de enerjia, ciertos puntos del sistema se mueven
respecto de los demas i estos movimientos se efectiian de tal
manera que el centro de gravedad permanezca invariable i
de tal manera tambien que la suma de las proyecciones, sobre
un plano cualquiera, de los productos de la masa de cada punto
por el drea que describe su radio vector, quede nula.

" La forma del cuerpo serd variable durante estos movimientos,

pero podemos suponer que en dos momentos Z, i 7, el cuerpo
TOMO XC1V ) 62
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vuelve a tomar la misma forma; entdnces las dos posiciones co-
rrespondientes del cuerpo serdn jeneralmente distintas, es decir,
que el cuerpo mismo habrd tenido un movimiento de rotacion.
Para demostrarlo, examinaremos un caso sencillo: sea (fig. 7)

S un sistema material, O su centro de gravedad 1 /4 uno de sus
puntos de masa g A
cierto momento #, el
punto M toma cierto
movimiento, respecto
de los demas puntos de
S isale de la posicion
M, para volver a la
misma posicion en otro
momento Z,; en los dos
momentos £, i 2, el sis-
tema S ha vuelto a to-
mar la misma forma i,
respecto de este siste-
ma, el punto 4/ ha des-
crito cierta curva cerra-

\ da C, en un sentido de-

terminado.

Contemos las dreas
que describen los ra-
dios vectores desde la
posicion que tienen es-
tos radios vectores en

el momento ¢, | sea, a cierto momento #, 4 el drea descrita, en
proyeccion sobre un plano fijo, por el radio vector del punto 47,
i a el drea descrita, en proyeccion sobre el mismo plano por el
radio vector de uno de los demas puntos del sistema; tendre-
5:0s a cada momento

|

(4) . pA+Z ma=0

En el momento inicial 7, las dreas 4 i a son nulas por hipé-
tesis; supongamos ahora que, en el momento 7,, el sistema S
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haya vuelto a ocupar su posicion primitiva, se tendria entdénces

Zma=0
i por consiguiente tambien
mA=0

Pero el drea 4 no es nula puesto que el radio vector del punto
M ha descrito durante el intervalo ¢, —7, el drea de la curva
cerrada C, luego es imposible que ¢l sistema .S no haya jirado
al rededor del punto O i en un sentido tal que la condicion (4)
sea satisfecha.

TEOREMA DE LAS FUERZAS VIVAS EN EL MOVIMIENTO RELA-
TIVO DE UN SISTEMA AL REDEDOR DE SU CENTRO DE GRA-
VEDAD.

Hemos establecido, en el capitulo I, la férmula

() ';_zm?/z-é-zmvoﬂ_—.z GF+IS Gf;

Trataremos de trasformar esta {érmula i avaluar el aumento
de la fuerza viva en el movimiento relativo de sistema al rede-
dor de su centro de gravedad.

Sea, como mas arriba, w la velocidad del centro de gravedad
en el momento 7, se tiene

v=7+w
Luego
22 =72+ w? +29 w cos (v, w)
1 tambien
v =2mv*+ M w®+2w Zm cos (v, w)

Se sabe que el sistema de los vectores v’ es equivalente a
un par unico, luego la suma de las proyecciones- de estos vec-
tores sobre la direccion de la velocidad w es igual a cero i la
férmula anterior se reduce a la siguiente

(6) Smv =X mv'% + M w2
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Del mismo modo, en el momento inicial

2t =2 myy? + M w,®
Luego la férmula (5) se trasforma en la siguiente

1 1 R
(7)) SZmv'? — T mv'o® +

I 1
—Mw? —— M we? =
2 2 2 2

SGEE+IZ B

" El trabajo elemental de cada fuerza esterior F se refiere aquf
al cambio de lugar absoluto del punto en el espacio; proyecte-
mos las velocidades v, w i ' de un punto sobre la direccion de
la fuerza # que obra en este punto, tendremos

v cos (F, v)=v' cos (¥, v)+w cos (F, w)

Multipliquemos esta relacion por £ d¢ obtendremos la si-
guiente

Fuodtcos (F,v)=F v dt cos (F,0v")+Fwdt cos (F, w)

El primer miembro es el trabajo elemental de la fuerza #
para el cambio de lugar absoluto » &7 del punto, es el que figura
en las férmulas (5) 1 (7); en el segundo miembro, e primer tér-
mino es el trabajo elemental de la fuerza # para el cambio de
tugar relativo ¢/ &¢ del punto; designemos este ultimo por
4 @’ F,tendremos

d @F=d @ F+Fwdt cos (F,w)

I, para todos los puntos del sistema

Sd GF=d G F+wdtS F cos (F, w)

Integremos entre dos momentos % i, tendremos

. 4
2 eF=2 ‘@"'F+[ wdtZ F cos (F, w)

(¢}
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Sea 7 la resultante de traslacion de las fucrzas esteriores, se
tiene

Z Fcos (F, w)=vr cos (7, w)

1 tambien

71 7
J wdtS Feos (F, -w):f wdtrcos (v, w)
lo b7

0

El centro de gravedad se mueve como un punto material de
masa M i sometido a la fuerza #, luego

4
1 1
j w dt ¥ cos (z, w)=72—ﬂrfw2—?M W2
Zo ‘

En resimen

S GF=Y G F+iM w"-—-%ﬂ/[wo?

0 [

Llevemos este valor en la ecuacion (7), ésta se reducird a la
siguiente

®)  SEmv—_Tmuwr=3X G F+I3 Tf

Esta ecuacion tiene exactamente la misma forma como (5);
por consiguiente, e/ Zeorema de las fuerzas vivas se aplica de la
misma manera cuando se refieve la postcion del sistema materiac
a un sistema de comparacion fijo ¢n el espacio o a un sistema de
comparacion animado de una traslacion igual al movimienio del
centro de gravedod. ’

APLICACION AL SOLIDO INVARIABLE

k]
El sélido invariable es por definicion un sistema material en
el cual las distancias respectivas de los diferentes puntos per-
manecen invariables. Segun esta definicion, sezs ecuaciones, entre
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las coordenadas de los puntos de un sélido invariable, bastan para
Jfijar completamente su situacion en el espacio.

En efecto, la posicion de un sélido estd determinada cuando
se conoce la posicion de tres de sus puntos, no situados en linea
recta; estos tres puntos son definidos por #ueve coordenadas i,
entre ellas, existen ¢7es relaciones que espresan que las distan-
cias reciprocas de los tres puntos quedan invariables; luego seis
condiciones serdn necesarias i suficientes para determinar com-
pletamente la posicion de los tres puntos i por consiguente
tambien la de todo el sélido.

Se han establecido precisamente seis ecuaciones fundamen-
tales, comunes a todos los sistemas materiales; estas seis ecua-
ciones se aplican tambien al sélido invariable i bastan para fijar
-.completamente su posicion a cada momento.

Corno, en estas ecuaciones, las fuerzas esteriores figuran solo
por los elementos que definen el sistema equivalente mas sen-
cillo, se ve que dos sistemas de fuersas esterioves, represeniados
por sistemnas de veclores equivalentes, producen el mismo efecto
sobre el sélido invariable. -

Asf, para estfudiar el efecto de un sistema cualquiera de fuer-
zas sobre el sélido invariable, se podrd siempre reemplazar este
sistema por otro equivalente. Un sistema de fuerzas en equili-
brio no producird ningun efecto sobre este sélido i si el sélido
estd en reposo a cierto momento inicial, el sistema de fuerzas
en equilibrio lo dejard en reposo. , ) ~

En resimen, las seis ecuaciones fundamentales se aplican
directamente al sélido invariable i bastan para determinar com-
pletamente su movimiento, lo que no sucede con los demas sis-
temas materiales.

A. OBRECHT

( Continnard)






