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SOBRE LA ECUACION

byt =gt

B

" La ecuacion propuesta representa un caso especial del teo-
rema de Fermat Hai que demostrar, pues, gue no existen nd--
meros enteros x, ¥, z, capaces de llenar [a ecuacion x* 4 y*t=2z1.

Ya Euler (*), en el afio 1738, ha demostrado que ni 2t gyt
ni z* —y* puede ser igual a un cuadrado ni, por eso, igual a una
cuarta potencia. Daremos, en seguida, aqui dos demostraciones
nuevas del teorema en cuestion, demostrando directamente que
1a ccuacion z*+y*=2* no tienc solucion-en nimeros enteros.

I

La primera demostracion se funda, principalmente, en/ecua-
ciones que sirven de condicion para la existencia de nimeros
pitagdricos, es decir, de nimeros enteros que satisfacen a la
ecuacion

22yt =z

Desarrollemos, primero, estas condiciones.

(*) Commentationes arithmeticae collectae, 1, paj. 24.




308 MEMORIAS CIENT{FICAS I LITERARIAS

"Para este fin pongamos

2' 9

—yr=x° tl)

o
P

recordando que, como en el caso jeneral, se pueden considerar:
%, ¥, #, COMO nimeros enteros, positivos i sin divisor comun. No-

tamos, ademas, que de los tres nimeros z, 7, 2, solo uno puede

ser par i necesita serlo. En verdad, si fueran dos de los tres ni-

meros pares, ellos tendrian el ndmero 2 como factor comun, i

los tres numeros no pueden ser impares a la vez, puesto que la
diferencia (22 —y?) de dos numeros impares da un nimero par.

Ahora bien, si fuera z un nlmero par, o sea z=0 mod 2, y r=y=1

mod 2 i, por consiguiente, ¥?=y*=1 mod 4, resultaria para z*

segun (1)

lo que no es posible, puesto que ¢l cuadrado (£2) de un niimero
par (2) tiene que ser divisible por 4, 0 sca #*=0 mod 4. Resulta
de aqui que # no puede ser niimero par. Elijamos de los nime-
ros x ¢ y el ultimo como ndmero par, asi que tenemos

[N

)

:rzl_,jf’“:(), z=1 mod 2 (
Escribiendo la ecuacion(kl) en la forma
(e—7)(a+3)=2>

se demuestra facilmente que 2+ i z—y no pueden tener divi-
sor comun alguno. En efecto, si ponemos
z+y=ka

z—y=kf
resulta
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Se observa, pues, que z e y ticnen el mismo divisor comun £
lo que no puede ser segun paj. 308. Estc divisor %£-desaparece
en el caso £=2, pero no tiene lugar este caso, por ser z+y
como z—y numeros impares segun (2). Se desprende de aqui
que £=1,0 que z+y i z—y no tienen divisor comun alguno.

Espuesto esto, es evidente que z4y, como z—y deben ser
nimeros cuadrados. Como z-+y > 5—y, podemos sentar

s—y=g* o
.z (3
'3+y= (g+ 0—141

designando por g1 ¢ nlimeros enteros i positivos.
Sin dificultad, se deducen de las ecuaciones (3) los sxgulentes

valores:

i, tomando en cuenta que 2 =5%—2% en fin -
r=¢ (g+0)

Para que sean ey‘mimcms enteros, es preciso considerar o
como numero par. Haciendo o= 2 /, encontramos las condiciones’
con las cuales deben cumplir ios ntimeros z, 7, 2, en las formas
siguientes:

z=(g+0)2+ 22
y=21(g+) - o /»(A)
=g+ =12, : )

~ formas en'las que g es un nimero entero, positivo e impar [se-
gun (3)] il un nimero entero i positivo que puede ser par 0 im-
par (*). '

(*) Estas condiciones toman las formas, ordinariamente citadas,

s=pP4g?, y=2p g, ¥=p—g®

por medio de las meras sustituciones g4 /=p, [=q.



310 MEMORIAS- CIENT{FICAS I LITERARIAS

Procederemos, ahora, a la consideracion de la ecuacion x*+4
+y*=2* que apuntaremos ¢n la forma

gt—yt=xt (4)
En esta ecuacion significan r, y = nldmeros enteros, positivos
o b 7 . )
i sin divisor comun. Ademas suponemos, segun las razoncs es-

puestas en la pdj. 308, z=r=1 e y=0 mod 2. .
Como se puede apuntar la ecuacion (4) del modo sxguxcntc.‘

(32)2-—(;?/2)2:'(12)“’- (3

es posible considerar +2,- y2, 22 como nlimeros pitagdricos. Tales
nimeros deben llenar las condiciones (A), de suerte que es per-
mitido poner

=0 =2 g D2t = (e ©

Ya sabemos que ¢ es nimero Jmpar. Deducxmos facilmente
que / debe ser un nimero divisible por 8. En efecto tenemos,
primero, #%=1 mod § como cuadrado de un niimero impar, i, por
eso, /=0 mod 4, en seguida, desprendemos de y* =2 l(g+l) que
/=0 mod8.:

Ahora bien, si consxdemmos la pnmera de las ecuaciones (6)

‘la que podemos escribir de este modo

2= =(g+1)*

vemos que 2, /, ¢+/ son nimeros pitagéricos que, segun (A),
ticnen que cumplr con ciertas condiciones, a saber

s=(0+)* +4% 1=2 g (p+q) g +I=(p+0)° =g - (7)

Aqui significan p i ¢ ndimeros enteros i positivos, ademas es

p=1mod 2 i ¢=0 mod 4, pucsto que / debe ser divisible por 8.

La comparacion de las ecuaciones (6) i (7) da para y* la es-

- presion swumntc -

y2=4(p+q)g J(é+g)2—q }'~41j 7(p- ’r?) (p+zq) v(8)
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Analizando esta ecuacion, observamos primeramente quepig
no pueden tener divisor comun, porque, si tuvieran p ig el
mismo divisor, éste estaria contenido tambien, segun (7), en g

iZ,i, por eso, segun (6), en x, y, z lo que hemos escluido de
antemano.

Ahora bien, si g 1 ¢ no tienen divisor comun, no lo pueden
tener ni p+¢ ni p+ 2 ¢ tampoco. Supongamos, por ejempin,

prg=ka
pr29=£p0,

’resultaré ‘
g=k (B~
L p=k(2Za—p),

0 p i ¢ tendran el mismo divisor 4. _
No teniendo ahora p, ¢, p+¢, p+2 ¢ divisor comun i siendo 4
un cuadrado, debe ser nimero cuadrado cada uno de- Ios nd-

" .meros

. » Qaﬁ+9’=p+2qs
segun (8). ‘

Se trata de demostrar que los cuatro ndmeros mencxonados
no pueden ser cuadrados a la vez:

Supongamos

R ;ﬁ-}-g.—:a?’

ecuacion en que & es numero impar, por ser p impar i ¢ par.

Como p+2¢=a*+¢ i p=a?~¢ deben ser nimeros cuadra-
dos, se nos ofrece un med:o de esprcsar g por dos séries dife-
rentes: | - o

1.° @%+¢ serd un término de la série

a?, (a+1)2, (a+2)%,...

que consta de 2% i de los cuadrados signientes. Luego ¢ esigual
a la suma de las diferencias entre 2 términos sucesivos, a saber:

9‘=t2“+I)y+(2ﬂ~l;3)+(2?z+5)+... ' (©)
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2.2 g% —g serd un término de la série
a®, (a—1)%, (a—2)2%,...

que consta de a® 1 de los cuadrados, menores - que a2, De aqui
resulta para ¢ el valor .

g=(2a~1)+(2a—3)+(2 2= )+ (10)

Pongamos ahora, en lugar de las séries indeterminadas, se-

gun (9),
g=(2a+1)+(za+3)+-+(2a+b) (11)

Serd, segun esta ecuacion, ¢ el término sumatorio de una pro-

1 . . ,
términos. Averiguando este tér-

. . . 6
gresion por diferencia de

mino sumatorio, encontramos
=—ﬂ(4a+l)+1) ‘ (12)
De aqui resulta que, por ser ¢=0 mod 4, segun péj 310, serd
b+1~£0mod4 (13)

Ahora es claro que, para espresar ¢ por la série (10) que tam-
. . . . . b+1
bien es una progresion por diferencia, se necesitan mas que ——

“términos, puesto que estos scn menores que los correspondien-
tes de la série ().
En fin podemos sentar

=(2 a—1)+(2a—3)+~--;-+(2 a—b)+[za—(o+2)]+ }(1 )
Hza— (b4 4]+t [za=(G+20)] 4

Restando (14) de (71), término por término, resulta una rela-
<ion entre a, b ic asaber :

2464 104t 2 b=[2 4= (B 2]+ [2 @ (b 4]+ b
+[2a—(6+29)]
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o bien

([H—I) =c(za—b—c—1) - (13)

Esta eccuacion la podemos trasformar del modo siguiente:
Introduciendo, en primer lugar, /+1=4 8 lo que es permi-
tido, segun (13), se convierte (15) en

8B:=c(za—4a8-0).

De ahi se desprende, en segundo lugar, que ¢ debe ser nd-
mero par. Sea ¢=2 vy, serd.__

4p%=2y(a=2B8~—7)

o bien _ _
(z28+y)=z2ay—y*=a®—(a—y)* (16)

Hai que recordar que ¢ es =1 mod 2, miéntras que y puede

ser 0 =0 o =imod 2

Deducimos de la ecuacion (16) que los m’xmeros

@ a=y, 2B+y

tienen que ser niimeros pitagdricos, lo que trae por consecuen--
cia que estos nimeros deben tener lds formas siguientes: -

a:(ﬁl +Q1)2+‘912
a—y=2q; (ﬁ1+9'1) <I7)
Zﬁ+7=(ﬁ1 +Y})2 —4.*

Ahora bien, si recordamos el valor de ¢, segun (12), que, por
medio de la sustitucion 6+ 1=4 8 toma la forma

g=4B(a+B)

podemos espresar g por g, ¢,.
TOMO LXXXIV } : 25 -
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En efecto, tenemos sucesivamente, segun (17),

a+36=2’712+4ﬁ1 7.+29,°
B=p.7:
. a+i6=f712+3p191+2'912

i, por lo tanto,

q=4}91§71@12+3ﬁ1 7:+24,%)=47,9:(21 +41)(p1+2£71)(18) _

El nimero ¢ que, segun paj. 310, debe ser nimero cuadrado,
aparece, pues, en la misma forma que »2, en la ecuacion (8).

Como en'la ecuacion (8), se concluye aqui que los nimeros
21 91, 1 +94 Py +2- 7, no pueden tener divisor comun i que,
por-eso, cada uno de estos niimeros tiene que ser cuadrado.

Si aplicamos, en seguida, a los nimeros p,,9,, #,+¢1. 2. +
+24, el mismo razonamiento que mas arriba hemos aplicado
ap, g, p+q p+2¢, resultarin otras i otras ecuaciones, corres-
pondientes a las (18), las que podemos poner de esta manera:

7:=47, ?2 (22 +75) (2, +2Q2>‘
7, =403 95 (3+75) (P3+24,)

etc. in infinitum.

De este sistema de ecuaciones se desprende que ¢ > ¢, >
>G5 > een i que cada uno de los nimeros ¢ es entero, positivo
i cuadrado. Luego deberia de existir ‘una série infinita de nd-
meros enteros 1 positivos que fueran menores que un numero
finito ¢ lo que es un absurdo. Podria decirse, talvez, que se lle-
gard a un nimero ¢,,=0. Esto llevaria como consecuencia que
todos los ¢ fueran =0 i que, por lo tanto,

g=p%,1=0, g+/=p*

2=(), 22 =p*
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En fin se nos presentaria la ecuacion (4) en la forma
28 =p°

es decir, en forma de una identidad. ,
Luego no existen valores de , y, 2, susceptibles de satisfacer
a la ccuacion
gt —yt =gt

Oéservacion.——En las ecuaciones (17) hemos elejido a —+y como
ntimero par, lo que no es necesario, puesto que las ecuaciones

a=(f,+¢:)* +¢,°
2 8+V=ZIQ1 {#:+9,)

a—y=(p,+¢:)*—q.*
-Conducen al mismo valor:

Q’=4?1 g1 (p1+4,) (P1+29,)

11

Daremos, en seguida, otra demostracion del mismo teorecma
que parte. de una simple descomposicion de los nlimeros. En
cuanto a los nimeros z, y, # conservaremos las mismas suposi-
ciones, establecidas en I. -

En lugar de la ecuacion (4), escribimos

é4~'r4 =yt , ’ (19)
recordando que y=0mod 2.

Descomponiendo el primer miembro de (19) en sus factores,
podemos considerar ‘

(2+2) (5 =) (2% +2%) =" (20
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Como 51 x son- ndmeros impares, s+21, 2—z, 2°+2? serdn
nameros pares. Si uno de los ntimeros z+x 0 z—x es divisible
por 2 i por ninguna potencia mayor de 2, z—x 0 z+x deben
ser divisibles por 4=22 o por otra potencia mayor dc 2.

Sea por ejemplo,

=k, a=7F1 mod 4,
seran
z—a=21z4+1=0meced 4

o bien, z—x es solamente divisible por 2, miéntras que z+x es
divisible, a lo ménos, por 2% =4.
Por otra parte, si

z=r=-1 mod 4,
serdn
z—2=01 z+1=2mod 4

En todos los casos serd, ademas, 2% 422 solo divisible por 2
i por ninguna potencia mayor de 2. Esto se entiende ficilmente
recordando que el cuadrado de cualquier numecro impar deja el
residuo + 1, dividiéndolo por 8.

En efecto, si elevamos

r=4 m =1
al cuadrado, resulta

=16m? =8 m+1=+41 mod 8

1, por eso,
' 2% 4+ x¥=2mod 8

0, con otros términos, 22 +x2 ¢s solo divisible por la pnmera
potencia de 2 -

Espuesto lo anterior, queda evidente que en tcdo caso los
nimeros 5+, —x, 2% +22 tienen el divisor comun 2. Réstanos
demostrar que estos nimeros no pueden tener otro divisor
comun.
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Supongamos para g+xiz—xel divisor comun 2 £, de suerte
< N -

que tenemos :
. st+xr=2FkFa

~x=2k03
Obtendremos ‘

z=kv(a +B), ¥=%&(a—p),

valores que darian a £i .r el mismo divisor # lo que no es ad-
misible segun nuestras suposiciones.

Consideremos, ahora, s+ x 0 z—x provistos del mismo factor
2% que 22 +22, asi que

shr=z%"y
Len
P +xi=2#¢ j
Elevando al cuadrado la primera de estas ccuaciones i res-
tandola de la segunda, queda

F2er=2F (§—2 Fy?)
o bien
o=k (§—2& )

Seria, por lo tanto, #, o cualquier factor de #, un divisor
o de z o de x lo que traeria por consecuencia, segun (21), que
2z 1 tuvieran un mismo divisor comun.

Luego encontramos que los numeros 2+, 2—x, 22 +22% no
tienen, fuera de 2, ningun divisor comun.

"Sabido esto, serd preciso, para que sea el producto

(z+2) (g—x) (22 +27)

igual a una cuarta potencia (y+*), que z+x o0 5—zx, pero sola-
mente uno de estos niimeros, sea divisible por una potencia tal
del niimero 2 que, multiplicindola por 2. 2=2%, dé como pro-
ducto una cuarta potencia.

Para fijar la idea, consideremos z+ divisible por, 2>‘ i, por
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eso, tanto z—z como 22 +x? dnicamente divisible por la pri-
mera potencia de 2. Ahora tendremos

2N 22 =2M% _cuarta potencia
o bien

=2 mod 4.

Apartando de cada uno de los tres nameros 2+ 1, 3— 1, 5% +12
la potencia de 2 correspondiente, deben quedar, todavia, cada
vez, cuartas potencias, puesto que no existen, fuera de 2, otros
divisores, comunes a dichos niimeros.

Esto nos da un criterio para las formas que deben tener los
tres ndmeros, especialmente podemos sentar

gtx=2"f* }(21)

designando por fi/% ntmeros: enteros, impares i sin divisor
comun,

Las ecuaciones (21) permiten averiguar los valores de zixi,
en fin, el de 22 422, a saber

g = R*Ifl—]"}i'i

R"If*
2 2 _ 2A—-2
224z —2(2 j?—]—kS)

Siendo ahora

P =) (=2 (5% +2%) =2 AEE fu e (z”*gﬁms) (22)
se sigie que
' 22N e

tiene que ser igual a una cuarta potencia
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Pongamos

dt=2 N g s

o bien

(d?)ﬂ%(z**l DRI

de lo que se desprende que &2, A /%, &% tienen que ser ni-

meros pitagdricos. Segun I, es permitido, pues, apuntar
d*=(g+D2+ 12 . \

M 2t l) (23)
}54:@_}_[‘)2_12

Como, segun las razones espuestas mas arriba, 2*=T1 mod 4,
ser4 /=0 mod 2. Ademas se deduce de las ecuaciones (23) que
£ 1/ no deben tener divisor comun, porque, si fueran divisibles

" por el mismo niimero, lo serian tambien /i 4 i, por consiguiente,
z+x 1 z2—x lo que no se admite. Se entiende que g es ntimero
impar. :

Considerando ahora

l(é"*‘l):z)\""/&:(z?\-:zf);

resulta que / como g+/ debe ser cuarta potencia. Para el fin que
perseguimos, basta considerar / i tr+1como cuadrados, de modo
que podemos sentar

: lzylg;g+1=~”12
Pongamos, ademas, x; en lugar de 4. La ecuacion
B4 = (g+0)2—12
se convierte en la siguiente
Zyt=zt =yt

o bien, en -

o & 4 — 4
S t=E =Yy
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ecuacion que tiene la misma forma que la (19)
4 4t =y4

de que hemos partido, siendo y,=0 i x,=z,=1 mod 2. Se nota,
ademas, que x,, ¥, 5, pueden considerarse camo nimeros po-
_sitivos, « - '

Abora, es claro que, si aplicamos el mismo procedimiento
que acabamos de esplicar, a la ecuacion .

2t _;1‘14 =74
nos resultard, como consecuencia, otra ccuacion
324'_?24= 24‘
“iasiin inﬁﬁitum
Ahora bien, segun (23), tenemos /< zk_l J* 1, por eso, se-
gun (22), /<y i, con mas razon, '

_ 7 <y
luego
' o Te <
i as{ in infinitum. v
Desprendemos de aqui que, para que cxistan numeros cate-
ros, capaces de llenar la ecuacion

—r‘: 4 N

debe haber infinitos nimeros enteros i positivos ¥,, 7,...... que
son menores quc un ndmero finito ¥ lo que es un absurdo.

Luego no hai solucion de ]a ecuacion propuebta en nameros
cnteros.

Santiago de Chile, Abril 14 de 1893

DR. A TAFELMACHER

Profesor de Matemdticas del Instituto Pedagsjico






