
Calculo de losas cruzadas continuas

Trabajo presentado a Jas Cuartas jornadas
de lngenierfa Esrructural por el lng. Alex

Tripolskj' .

II. RELACION ENTRE ANGULOS DE ROTACION
Y MOMENTOS DE LOS BORDES

a) Caso de diagramas de momentos de apoyos sirnetricos.

uponernos que una placa sirnplemente apoyada esta cargada con cualquier
earga vertical (hacia abajo con signo mas) que provoca al medio de cada lado un

cierto angulo de rotacion .

° '(bo I' ° ?do (ver Fig. 8), adernas de la carga sobre
(l' 'c, ,!

la 10 a a 10 largo de los bordes e tan actuando mementos variables con valores

correspondienre en el centro de cad a borde Mal Mbl Mel 1\IJd.
Primero varnos a tratar el aso mas simpie cuando la distribuci6n de los

mementos es simetrica con respecto al centro de los bordes.

Introduciremos las slgulentes notaciones:
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I
I
I

I
I
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<;>u:o. es el angulo de rotaci6n del
centro de lado «a» bajo actua

cion de M, = + 1

'i'bb es eJ angulo de rotaci,6n del cen

tro de lado «b» ba jo actuaci6n
de 1\IT b = --1-1
etc.

b

1
c ------1-----, d

I

I

_,tl (c j!r':fc • �... d� III...nc .....�;r··d
Ttg.5

La notaci6n de todo los angulos tiene dos Ietras: la prirnera indica el pun
to en que se produce la rotaci6n y la segunda la causa; por ejernplo "be es

el angulo de rotacion del punto «b» a causa de IVI e = + 1.

Ernpleando las notaciones antes indicadas se pueden escribir las ecuacio
ne de deforrnacion angular de los centros de los cuatro lados en la forma si

guien te:

,
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�a =

�aa M� +�
ab M, + �ae Me + �ad M, + �ao '" (5)

�b = �ba M: + �bb lVIb + �be Me + �bd Md + �bo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (6)
�e = �ea Ia + �Cb M, + �ee 1\1c + �ed M, + "'eo (7)
�d

=

�da Ma + 9db Mb + �de Me + 'i'dd Md + �do. . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . (8)

Si 1a cli tribuci6n elk mementos es sirnetrica con respecto al centro de cada

borde, onsiderando adernas que 1a forma de distribuci6n de los mementos

de los lados opuestos es igual tendrernos:

" = d
aa 'bb �ee = �dd

� = � = �
be ae bd

introdu iendo

= �
.

I

9 -'" -c
ee

-

Tdd
-

'3
<!> -�, -.

'cd
-

TdC
-

'4

se puede impl il icar Jas Iorrnulas (5) a (8) y se obtiene

9a = �1 M, + <;>2 M, + 1'6 Me + 9() M, + 9a °

\)2 1\1a + \)1 M, + °6 Me + 9(; M, +

�s M, + 95 M, + �3 Me + 94 M, + "eo

(Sa)
(6a)
(7a)
(8a)

" =

e

resolviendo etas ecuaciones para los memento obtendremos

-[ if' (9-9)](9-:;0)+ rL � (�-")](-<;>+9 0)\' (9)012 c c 612 d =i
':':'

Mb= - � {[ l e °3+<;>1)-2 5 'l'6J( \)a-�aO)+[ �I( �3+�4)-29596J(-9b+9bO)
+[ "6 ( C;>1'-�2) Je ge-'fcO)-[ 90 ( 91-92) J(---qd+�dO) ;. ..... (10)

Me= � {[ �3e 91+92)-2 95 �6J( ge-�cO)+[ �-l( 91 +92)-2 95 � J(-�d+9dO)
-[ �Se�3-'l'4)J(9a-9aO)+[ \)s(9'�-Y4)J(-�b+9bO)) .... (11)

Md=- � ([ 94( "1+"J-2 9; �(j]( 9c-�eO)+[ 93( �1+'l'2)-2 C;>S 'l'6J(�;>-:l+9dO)+
+[ 95 (93-'l';I)](9a-9aO)-[ 9s(93-94) ](-C;+'l'bO») ..... (12)
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n qu
z = (�t2-�22) ( q>3+�4)-4( �1-'I'2) "5 '1'6

IT = ( 1+'1'2)( 4'/-'(42)-4( .�-�4) '1'5 �()

Si tomarno co 1110 ejemplo una 10 a

omportara C01110 una 10 a de armadura

b
para la cual III =_ = 0.25

a

imple en el sentido «b».

la losa e
,

y para �6 = 0

"I (�a-q>aO) + <;>2 (-�b + <;>bO)

.)
" .

1
2

'1'2

'l'a = 0 Y 'Pb = 0

memento de empotrarniento perfecto obtendrerno par'l 111 = 0.25 con bas-

rante exactitud. <;>1 =

b b

3EI 6E[

Poniendo e tos valore en las ecuacrones para , :\ [a" Y < 1\[ b obtendrernos:

2EI
(2 "a <;>b) + C

b
a

2EI

b
(2 'l'b - a) + ell

Valore que son iguales a los obtenido en la conocida expresion de 1l10-

mentes, en Iuncion de los angulos de rota ion y de los mementos de empotra
miento perfecto en el metodo de las deformaciones apli ado a las viga .

Como ya e indica ante Ja ecuacione (9) a (12) estan basadas en la con

di ion de simetria de los diagrama de mementos con respecto al centro de ca

da lado.

Esta condicion tomada esnictarnente nos obliga a tratar solamenre pro
blernas en que

Vamos a hacer algunas aplicaciones de las Iorrnu las obterridas para el caso

de losa ernpotradas perfectarnente sornetidas a una carga repartida sobre toda

su uperfi ie,
En e te caso

'l'a - <!>
- 0 'l'c - 'l'd 0 'I' ° - q>

° 'I'
°

- <;>
0

'b -

a b c d

Ma - Mb - Ca - 1\1d - Ccc

y

Ca ( "J + "'I ) 'I' c-2
6 'I'

0 (13)a c

( <;>1 + '1'2) ('1'3+'1'4)-4 :;>5'1'6
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(vel' Tabla 1)
POI' ejernplo para una losa cuadrada ill = 1. cuya carga es «q» se tendra :

�l su ponemo

borde ("5

entonce

'll = 7.'
1 1

<;>=(3'2 1

,

'll5 =y 2

(14)

411e la forma de di trib� i6n

'1a Sen -n; x
6 Me Sen

11" y

a b

de 10 mementos a 10 largo de los

1
,

1para " = a para3 I

b
q> =

r,' a

J
111= 4 i'

1

J
m=

a b

q> =
I

6 Y 2

a

q>1 = <;>J = 0.980
2k1l"

a
q>2 = 94 = 0.186--

2k1l"

q a3
- 0.01348-

k

C = C = _

(0.980+0.186)-0.574
a c

1.1662 _ 4xO.287'

segun T'irnoshenko C = _ 0.0513 q;12, se ve que la diferencia e solo de un 5,4%.
Calculando 10 valorcs de «C» para losas con diferente relaciones de lade

«m» podemos compararlo con los valores obtenidos por el profe or . Timos

henko 11
y que hemos anotado en la Tabla 6.

h
1.10 1.30 1.40 1.50 1.90 2.00m= 1 1.20 1.60 J .70 1.80

a

-

0.063910 0 'i87
I

Segun Cc 0.0513 0.0581 0.0726 007570.0780 0.0799 0.0812 0.0822 0.0829
Tirnos-

C�henko
0.051.1 0.0518 0.055� 0.0563 0.0568 00569 0.0571 0.0571 0.0571 0.0571 0.0571

_- ---

Segun Cc 0.0-l87 0.0556 0.0617 0.0666 0.0709 0.07-l8 0.0780 0.0803 0.0827 0.08-l8 0.0859form.
e 13) Y C

e 14) a

0.0+87 0.0503 0.OS20 0.0532 O.OS-lO 0.05-l3 0.05-l5 0.05-l7 0.05-l7 0.05-li 0.05-l7

para obtener los momentos todos esto valore se deben multiplicar por - qa2.
Como se puede ver, la aproximacion es muy buena y ademas puede er me

jorada introclucienclo la inlluen ia de 10 memento corre pondiente a la 3� ar

monica n = 3.

Tornando otras cargas simetrica podrfarnos tarnbien omprobar que la su-

x2 1I"XO.01348 qa2 = -0.0487 qa?

TABLA 6
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posicion de di tribucion de mornento segun la 1'!- arrnonica n = 1 siernpre nos

dara, de "de un punto de vista practice, una exactitud sati Iactoria,
Para cargas asimetri as, como pOl' ejernplo la carga triangular 0 la carga

aislada colocada asimetricamente no puede aplicar e la supo icion anterior, en

el entido de que la di tribucion de 10 mementos e produce segun la arrnoni
ea fundamental.

Adernas, y para las cargas imetricas, los diferente grado de empotramien
to ela tico de los lados adyacentes producen una asimerrIa en la di tribucion de
10 memento que en muchos caso no puede de preciarse.

Todo e to nos obliga, para encontrar la solucion general del problema, a

introducir en la expresion de los mementos de apoyo adernas de la primera ar

monica n = 1 las Iuncione inusoidales correspondiente a las arrnonicas su

periore n=2 y n=3.
Se podrian exponer aqui vario ejemplo nurnerico que probarian el. error

que ignifica suponer en forma imple una distribuci6n inu oida l imetrica,
pero esta dernostracion la de.jaremo para mas adelante cuando obtengamos los
sistemas de ecuaciones que rigen el caso general y que contienen la influencia
de las armonicas superiores.

b) Caso de cualquier diagrama de momentos de apoyo

Para abordar eJ problema en el caso mas general, hay que expresar los mo

mentes de apoyos como suma de tres funciones sinusoidales de 1, 2 Y 3 semiondas.
Si tornamos como incognitas sus valores maximos, varnos a tener en cada

borde 3 variables 10 cual da para la losa completa 12 incognitas.
La existencia de tres variables en cada borde no Ileva a la nece idad de

considerar deforrnaciones angulares en tres puntos de cada borde, a fin de po
der escribir, aprovechando la tablas I, 2 Y 3, las tres ecuaciones de condici6n

por borde 0 sea un total de 12 ecuaciones analogas a las ecuaciones (5) a (8).
Podemos ver que e practicamente imposible resolver estas ecuaciones para

el caso general de eualquier valor de «m», debido a la gran eantidad de coefi
cientes variables a considerar ; par esta razon vamos a estudiar cada valor de

«m» separadarnente,
Para obtener la soluci6n completa de m = 0.5 a m = 2.0 e suficiente con

siderar seis easos m = 0.50; 0.60; 0.70; 0.80; 0.90, 1.00 porque cambiando «a» par
«b» y «b» por «a» obtenernos los valores inversos m = 2.0; 1.67; 1.43; 1.25; 1.11

euya interpolacion puede darnos valores para cualquier valor de «m» de 0.50 a

2.00.
La teoria del metodo propuesto es independiente de la relacion de los la

dos «m»; por 10 tanto para la deduccion de las formulas, poclemos limitarnos
al caso mas Iacil - el caso de 10 a cuadrada en que In = 1, Y que tiene validez

para cualquier relacion de «m».

Al elegir los puntos del borde en que varnos a estudiar la deforrnacion an

gular de la losa hay que considerar varios factores.

Para expresar la distribuei6n real de momenta a 10 largo del borde es ne

cesario tomarlo como la suma de varios mementos de distribuci6n sinusoidal.

Per ejempJo el profesor K. Girkmann 12 al estudiar el ea 0 de una losa eua-
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clrada perfectamente empotrada, en todo su con torno, bajo la accion de carga
repartida uniformernente, toma cuatro incognita por lado (para carga sime

trica) estudiando la influen ia de hasta la 7'il: arrnoni a y obtiene los valores si

guientes maximos para las armonicas,

0.3686
4 qa2

.. (100%)
4 qa2 (4.94 0)- X5= +0.0182

_3 _3
., •.

_ 0.0377
4 qa2

... (10.2%) �
4 qa2 (2.14' 0)X7=-0.0019 ......

",3 -;:3

Se puede ver que el valor que corresponde al maximo de la arrnonica £un
darnental (Xl) es mucho mas grande que los correspondiente a las armonicas
de orden superior. Pero al misrno tiempo puede ob ervarse que los valores co

rrespondientes a la 3'-' y 5� arm6nica tienen entre S1 una diferencia mucho menor.

Estud iando separadamente la influencia de 1as diversa armonicas obre

Ia deformacion angular en distintos puntas de los lados adyacente , se puede es

tablecer que mientras mayor es el nurnero de arrnonica que componen el mo

mento aplicado a un lade tanto mayor es el corrimiento del punto de mayor
aw aw

;ingulo de rotaci6n 0 de 10 lados adyacentes hacia el lado en

a x ay
que S� aplica el momento.

Esto significa que si tomamos un punto muy cerca del lado

d f aw aw
e ormacion angular 6

ax ay
puede ser del misrno orden que la deformaci6n angular que provoca la arm6nica

considerado, la

provocada en el por la armonica n = I

n = 3.
Limitandonos al estudio de solo tres armonicas la mejor ubicacion de los

puntos elegidos para definir la forma de la reparticion de memento es en 10

tercios y en el cen tro de cada lado.

Con esta disposicion obtendremos ademas la venta ja de que la in£luencia
de la armonica n = 3 en el borde en que la aplicamos aparece solamente en la

ecuacion escrita para el punto central, 10 que nos permite en mucho casos, COlTIO

vamos a ver mas tarde, reducir el problema a la soluci6n sirnultanea de s610 8

ecuaciones con 8 incognitas.
Tomando pu ntos de referencia y ignos positive para 10 momentos y los

angulos segun la Fig. 9, se puede, utilizando 10 val ores de <>:. �,r indicados en

las tablas 1, 2 Y 3 para m = I, escribir las 12 ecuaciones analogs a las 4 ecua

ciones (9) a (12).

Punta a:

+ 0.980 Ma' + 0.333 Ma''' +0.186 !\/Ib'+0.287 i\1c'+ 0.067 i\1e"-0.014 Me'''+
2k" 2k"

+ 0.287 iVi/+0,067 Md"-0.014 iVfd'"+ - l1a 0 =
a a

a � • . • • • . . . (15)
Punta 1.

+0.849Ma'+ 0.433i\1a" + 161lVfb'+ O.009lVlb"+ 0.344i\1c'+ 0.129i\1c"--0.04SM/"
2k7T' 2k1T

+0.196i\1d'+0.030Md"-O.004lVI/"+ '1'1° =
1 ••••.• (16)

a a
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fig.9
Punto 2.

+0.849Ma'-0.433:\Ia"+ 0.161Mb'-0.009Mb" +0.196lVJ c' +0.030.1c"-0.004lVIc'"
+0.344 1\1/ +0 129:v1d"-8.045]\1d'"+ 2k7r

"'2" =

2k7r
q;2 , .. (17)

a a
Punto b.

+ 0.186 rIa' + 0.98) l\Ib' + 0.333 ]\11u'" + 0.287M/ - 0.067Mc' - 0.014 1\1/"

+0.2871\1/-0.0671Vld"-0.014\ld'" + 2k7r
"'b 0 =

2k7r
'i'b .. (18)

a a
Punto 3.

+ 0.161 1\1a' + 0.009 Ma" + 0.849 1\1u' + 0.4331\1b" + 0.3441\1/ -0.1291\1/'

-0.04Sl\1/"+0.196]\1[/-0.0301\1/'_0.0041\ld"'+ 2k7r
"'3°=

2k7r
93" (19)

a a

Punto 4.

+ 0.161]\'1/ - 0.009l\1a" + 0.849 l\Jb' __ 0.433 l\1b" + 0.196 i\r/ - 0.030 lVrc"

-0.004�Ic'I/+0.344l\1d/-0.129:\1/1_0.0451\1r//I + 2k7r "'4°= 2�7r 94, .(20)a
Punto c.

+0.2E!7\1a' + 0.Ot7\1a"-O.014\1,_.'1I + 0.287 Mbl + 0.067

+0.980!VJc'+0.333 Mc'"+0.186 Jd/+
2k7r

'Peo = 2k7rl?c
a

Punto 5. a

+0 196M�' +0.030l\1n"-0.004Mu'" + 0.344Mb' + 0.129 M,," - 0.045 Mb'"
+ 0.849Mc'-0.433Mc" + 0.161l\1,,'-0.009M.t" +

2k7r
"'60 _

2k7r
<?5 •••. (22)

a a

1 IIIb

......... (21)
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Punto 6.

+ 0.344Ma' + 0.129M,,"-0.04SMa'" + 0.196Mb' +

+ 0.849Mc' +0.433Mc" + 0, 161M/+ 0.009Mu'!+
2k7T

a

Pumto d.

+0.287Mu' - O.067M,," - 0.014Ma'" + 0.287Mb'-0.067Mb" - 0.014Mb'"
2k7T 2k7T

+0.186Me'+0.980Md'+0.333 I,!,,'+ 'dO = 'I'd .••..... (24)
a a

Punto 7.

+0.196M,,'-0.030M,,"-0.004M,.'" + 0.344Mb' - 0.129Mh" - 0.045Mb'lf
2k1l' 2k1l'

+0. 161Mc'-0.009Mc"+ 0.849M/-0.433Mu"+ 97° = 97 .. (25)
a a

Punto 8.

+0.344 Ia'-0.129M." - 0.04SNI/" + 0.196Mb' -

+ 0.161Mc'+ O. 009Mc" + O. 849M/+ O. 433Mct" +
2k7T

a

0.030Mb" - 0.004Mb"1
'I' ° _

2k1l'
()8 - '/is . . 26

a

Las ecuaciones para cualquier valor de «ill» pueden er e crita en la mis
rna forma.

Analizando las ecuaciones (15) a (26) se puede ver que los coeficientes de las

incognitas M;?", Mb'", Me''', Met' tienen valores relativamente grandes, gracias
2. la eleccion hecha para la ubicacion de los puntos, solamente en las ecua

ciones (15), (18, (21), (24), que corresponden a los puntos «a», «b», «C», «d».

Tornando en cuenta que el valor ab oluto de NI"f es menor que "y
menor que NI', se pueden considerar solo las ecuaciones que corresponden a

los puntos «1» a «8» para la obtencion de M' y Mil, haciendo en ella "'
= O.

Conociendo M' y M" Y ubstituyendo su valores en la ecuaciones para
«a», «b», «C», «d» e obtienen los Mil'.

De esta manera el sistema de 12 ecuaciones a resolver queda reducido a

un sistema de 8 ecuaciones con 8 incognitas.
Resolviendo las ecuaciones para los puntos <<1» a «8» en forma de expre ar

«M» en {unci6n de ? obtendrernos las ecua ione (27) a (34) analoga a las

(9) a (12).

2:11' M,: = + 0.742 ('1'1 - '1'1°) + 0.742 (<P2 - '1'2°) - 0.048 ("; - '1',0) -

0.048(<P4 -'1'4°)- 0.043 ('I'" -<P50) - 0.329 ("6-'1'6°) - 0.043 ('1'7,--'1'7°)-
0.329('1'8 - '1'8°) (27)

a

2k1l'
Ma" = + 1,240 ('1'1 - 1'1°) - 1.240 (<P2 - <:'2°) - 0.009 ('1'3 - '1'3°) +
+ 0.009('1'4- <P.:o) + 0.012 (<p:;- '1'5°) - 0.277 (<P6-<P60) - 0.012 ('1'-. '1'7°) +

.(28)• • i

•

('1'5 - <P5°)-0.043(<P6-<P60) - 0.329(<pr-'I'70)

(29)•
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2�1r Mb" = - 0.009 (qlj - qllo) + 0.009 ('¥z - qlzo) + 1.240 (qla - qlao) -

-1.240 ('P4 - 'P4o) - 0.277 (ql5 - 'P:,O) +0.012 ('P6-"6o)+ 0.277 ('P7-'P70)-
(30)

a
M,' = - 0.329 ('Pl- <Plo) - 0.043 (92 - 'P20) - 0.329 ('Pa 'Pao) -

2k1r
- 0.043('P4-<p(0)+0.742 (<p5-'!'so)+0,742 ('Ps - 'P60) - 0.048 ('P7 - <P10) --

- 0.048 ('P - <fso) (31)
a

M," = - 0.277 (<PI - �\o) + 0.012 ('Pz - CfzO) + 0.277 ('Pa-'Pao)-
2k1r

- 0.012('P� - 'P4o) - 1.240 (<po - 'Pso)+ 1.240 ('Po-<P6°) +0. 009 (<P7-<Pio)-
- 0.009 ('Ps - <pso) (32)

a
M,' = - 0.043 ('1\ - 'Plo ) - 0.329(<pz - '¥zo) - 0.043 (<ps - 'P.o) -

2kr .

- 0.329('P4 - <!'40) - 0.048 ('P6 - 'P50) - 0.048 ('P6-'!'So) + 0.742 (<!'7- 'Pio)
+ 0.742 (<!'s - 9go) . . . (33)

2:r Md" = + 0.012 (<p1- <Plo) - 0.277 ('P2 - <pzo)-0.012 (�3 - 'Pao) +

+ 0.277(9( - <?4o) + 0.009 (<ps - 'Pso)-0.009 (<P6-<P60)-1.24() ('P7-<P7o) +
+ 1.240 ('Pg - 'Pso) (34)

Si igualamos "CPl� a «'Psl> a «0» en las ecuaciones anteriores (empotra
miento perfecto) y conociendo cpo se pueden obtener los valores de «C» corres

pondientes al momento de empotramiento perfecto, para la acci6n de cualquier
carga.

A diferencia con las ecuaciones (9) (12), se pueden en este caso obtener
tarnbien los mementos para condiciones de empotramiento asimetricas, Por ejem
plo, para el ca 0 en que dos lados adyacerues sean empotrados y los otros dos li
brernente apoyados, etc.

Como ejemplo vamos a calcular ahora el momento de ernpotramiento per
fecto para una losa encastrada en todo su contorno bajo la acci6n de una carga
repartida.

En este caso:

M,' = Mb' = Me' = M,'

M,' = M," = M,' = M,' = 0

9;.° a 9g0 _ (0.01371 x 0.866) �a _ 0.01187 qa�
k

qa3
k

M'; =
2kr
a

x (-0.644)xO.01187 = - 0.0480 qa2

de ecuaci6n (15) tomando M,,'" = M," = M,": = M,"

M," = 0.�05 ('- 2 r X 0.01348 + 0.0480 x 1.740) qa- =- 0.0037 qa2
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eritonces en el centro, punto "a:t de la Fig. 9, tendremos M""ntr = - 0.0517 qa"
valor que es asi exactamente igual al valor obtenido por Timoshenko (-0.0513
qa2 ).

Queremos mencionar aqui que no hay que exagerar la importancia de la
absoluta coincidencia de valores obtenidos en este trabajo con los que obtuvie
ron otros autores en los mismos casos, porque como puede comprobarse Iacil

,

mente los valores de �o dados por varios autores bien conocidos como Mar

cus, Lewe 13, etc., tampoco coinciden exactamente entre sf siendo corriente ob
ervar diferencias de 1-1.5%.

III. METODO DE LOS GRADOS DE EMPOTRAMIENTO APLICADO A

LA SOLUCION DEL PROBLEMA DE LOSAS CRUZADAS CONTINUAS

Si considerarnos un campo de losa continuas, con una cierta carga sobre

elias, se podria, tomando en cuenta la relaci6n de los lados «m», escribir para
cada Jado tres ecuaciones para los tres mementos M',Mil YMil', tal como 10 hi

cimos para Ja losa cuadrada.
Sabiendo adernas los angulos �o que 'produce Ja carga en las losas conside

radas como simplemente apoyadas e igualando las deformaciones angulares de
los bordes comunes obtendremos un sistema de ecuaciones cuya soluci6n nos

dara todos los valores de 10 mementos en los apoyos.
Este metodo de calculo, considerado desde un punto de vista practice, no

tiene valor, porque ya para una sola losa empotrada elasticamente debere
mos resolver un istema de 8 a 12 ecuaciones y en consecuencia para un campo
de losas continuas la cantidad de ecuaciones e incognitas puede facilmente lle

gar a 30 0 mas.

La dificultad de resolver sistemas de numerosas ecuacione puede evitarse,
en este caso, empleando el metodo de los grados de empotramiento segun la

aplicaci6n, hecha pOl' el profesor Hickerson para los si ternas de elementos reti

culares.
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A continuaci6n expondremos la apli
cacion del metodo antes mencionado al
calculo de losas. Para la deducci6n de
las f6rmulas seguiremos exactamente el

camino planteado por el profesor Hic
kerson para las vigas.
Para simplificar el desarrollo de la

teoria de oalculo tomaremos otra vez

un caso definido el de «In» = 1 (losa cua

drada).

I a) Relaci6n entre los angulos de ro

tacion y los grados de emporramienro.

En Fig. 10 vemos una losa cuadrada

(m= I) cuyos lados a, b, c, d, estan elas

'ticamente empotrados.I Su deformaci6n e ca definida segun
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las ecuacione (27) a (34) si conocemo
angulo de rotaci6n 'PO.

Prirnero tratarerno el ca 0 en que la 10 a e tei descargada, es decir: 'Po = O.
Examinando la defonnaci6n angular del lade «a» segun las ecuaciones (27)

y (28) e podra er que 'PI y 'P2 son rnaxirnos si M,' y M," son iguales a

cero, e igual a cero si M;' = C,.' y Mg." C,." ( i no tomamos en cuenta la influen

cia de los otros lados).
i llamamo «I» el grado de

libertad para la rotaci6n 'P Je

empotramiento perfecto e t ndra :

u mementos de eropotraroiento y sus

ernpotramiento, que

asignamos un valor

caracteriza el grade de
rna. imo igual a 1 para

f - 1- ............. (35)
« max

En esta f6rmula se cumple que i tenerno empotramiento perfecto (l) = 0 y

f = 1; si hay apoyo libre 'P = � max Y f = 0 .

EIHon es «f» variara entre cero y uno para 10 diferente grado. de em

potramiento,
Si suponemos que todos los puntos de un lado durante la deformaci6n su

fren giro angulare de la misrna proporci6n podrernos definir con un solo

valor «[» el estado de cada borde.

Empleando la notacion antes citada podemos escribir para los cuatro lados
de una losa:

'Pi "3
fa - 1 - ru - 1 -

V1 max 'Pa rnux

'P !P42

0' fa - 1 - 0' fb - 1 -
'" 'P4. 2 max max

en otra forma:

etc. para

(f)
. 1 max

(1 - f�)(1-f,,)

m ex etc.

Considerando en las ecuaciones (27) a (34) que todos los mementos son

iguaJes a cero y que la losa esta descargada, se podrian reemplazar los valores

de cp de las ecuaciones por cP max expresado en funci6n de « f »,
Procediendo en esta forma obtendremos el sistema de ecuaciones (36) a (43)

que establece la relaci6n entre los valores «1» (grados de empotramiento) y los

valores if angulos de rotaci6n del borde.

0.742
+
(1- fa)

CPl +
0.742
--_92 - 0048 CPa - 0.048 CP4 - 0.043 CP" - 0.329 96-
(1-f.)

.
.

- 0.043 !P1 - 0.0329 CPs - 0 (36)
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1.240 1.240
+ 1'1 - �2 - 0 009 'Pa + 0.009 'P4 + 0.012 "5 - 0.277 "6 -

(I-fa) (I-fa)'
.

- 0.012 'P7 + 0.277 �s = 0 . . .. . (37)
0.742 0.742

0.048 'PI - 0.048 �2 + �a + «4 - 0.329 "5 - 0.043 "6-
(l-fb) (I-h)

•

- 0.329 97 - 0.043 "8 = 0 . . . . . . . . . . . . . ... (38)
1.240 1.240

- 0.009 'P 1 + 0.009 �2 + �. - 94 - 0.277 s + 0.012 '?t +
(1 - fb) (1 - fb )

+ 0.277 "7 - 0.012 'PR = 0 (39)
0.742 0.742

- 0.329 �.l - 0.043 �2 - 0.329 '1', - 0.043 . 'I +
(1 _ fc)

�s +
(1 _ fo)

96 -

- 0.048 '1'7 - 0.048 'l's = 0 . . . . . . . . . .... (40)
1.240

- 0.277 "I + 0.012 'P � + O. 277 C;; 3 - O. 012 "4 -
(1 _ Ic)

5 +

+ 0.009 "', - 0.009 'Ps = 0 . . . . . . . . .

1.240

(1 -Ic)
95 +

. . . . . (41)

0.043 "'J - 0.329 "'2 - 0.043 'P3 - 0.329 � I
- 0.048

0.742 0.742
+ "'7 + 'l's = 0 .

(1 - Jd ) (1 - Id )

'5
- 0.048 96 +

. . . . . (42)

+ 0.012 'l'J - 0.277 '1'2 - 0.012 CP, + 0.277 94 + 0.009 'l's - 0'009 "'6 -

1.240 1.240
-

(1 - fol)
'1'7 +

(1 _ fJ )
"8 = 0 .

b) Definicion de rigidez.

fa

b=a

Fig. \ f

. . . . . . (43)

Van10 a e tudiar ahora el ca 0 en

que la losa e ta solicitada a 10 largo del

borde «a» con lin mornento 1,,' mien

tra los borde «b», «c» «d», tienen cier

to. grado de empotrarnien to «fbY> , "'fc.,
«fJ» (ver Fig. 11), para e tablecer la

f6rmula que no d finen los mornen tos

en 10 borde iVfh', M,", wlc"" Mol' ,

M, /I
como con ecuencia de la acci6n de

1\1/.
El valor de i\Ib 1/

,
momento que apa-

rece en el borde «b» y que e produci
do por la de igualdad entre 10 grado
de empotramiento efe» y cfd» puede des

preciar e, porque en el ca 0 rna des

favorable ( i fb=fc= 1 y (ol=O) tiene un

valor que alcanza 610 a un 2.7 Ie del

valor de ]\II a ':
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El despreciar el momento (b" equivale a la condici6n de igualidad entre

IP3 y 94.
Para obtener los valore de los rnomentos que nos interesa vamos a proce

der en la Iorrna siguiente:
Si resolvemos el sistema de ecuaciones (38) a (43) podrernos determinar los

valores 'P2 , 'Pa = 'P4 , IP6 , IPs , 'P7 , Y IPs omo funciones del angulo de rotaci6n 'PI

y de los grados de empotramiento « f »
.

'P2 = � [-1.3988-0.2983 fb-0.2855 fo-0.1594 fd+0.0130 t, fd+

+0.1520fb fd+0.1349 fb fe-O. 0123 fo2+ 0.0030 fe2fd+0.0112 fbf/-O. 0017 fbf02fd
- 0.0010 fb f. fd2 + 0.009 fe f} + 0.0025 fb t, i« - 0.0006 fd2 +

+ 0.0006fbfd2 ] (44)

<PI r

l- 0.2671 + 0.2671 fb + 0.0736 (fc + fd - fbfe -fbfd) -
A

- 0.0011 (fefd - fb I, fd) + 0.0014 (!c2 - fuf02 + fi - fbfd2)
- 0.0006 (fefd2 - I» fefd2 + fe2 fd-ibfe2Jd) + 0.0003 (fe2 -

- fe2 fu + fd2 - t. fd2 - t, f02 + Jbfc2 fd - JbJa2 + fufe fd2)] .
. (45)

"'I [ - 0.3242 + 0.0526 jb + 0.3224 Je + 0.0159 [« - 0.0129 fefd-
A

-0.0568 JbJe - 0.0052 JbJd + 0.0008 Jd2 - 0.0011 Jcfi - 0.0005fbfi+

+ 0.0007.fbfefu2 + 0.0020 fe2 - 0.0030 fe2 t« + 0.0041 fbfe2 +

+ 0.0049 fbf<Jd] . . . . . . . . . . . . . . . . I. . . . • . • (46)

'1'6 - �- [-0.5681-0.0694 fb+0.5171 (-0.0608fu+0.0674fcfu+0.1141fbfe+
}\.

+ 0.0405 fb fd - O. 0020 (d� + 0.0025 fe fd2 + 0.0021 fb fd2 - 0.0063 fe? fd +
. + 0.0507 fe2 - 0.0444 fu feZ - 0.0410 fb fofd 0.0005 fe2 f,j2 -

-0.0025fbfefd2] (47)

A [- 0.3242 + 0.0526 Fe + 0.0159 fe + 0.3224. t, - 0.0129 t. is>:

- 0.0052 fb t.-». 0568 Fu f<l+0.0008 feZ-O.OOll Fe2fJ-0.0005 fhfe2 +

+ 0.0007 (b fe2 t, + 0.0020 fd2 - 0.0030 Fe fi + 0.0041 fb fd2 +

qJ7 -

. . . . . . . . . .
. . . . . . . . (48)

A [ - 0.5681 -0.0694 fb - 0.0608 fe + 0.5171 fd + 0.0674 Fo Fd +
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+0.0405 fb fo + 0.1141 fb fd-0.0020 f.L-0.0063 t: fd2-O.0444 t, fd2

+0.0025 f02 fd + 0.0021 fb foz + 0.0507 fd2 - 0.0410 fb t; fd -

-0.0005 fez fdZ - 0.0025 fb feZ t, ]........... (49)
en que

A= -1.3988- 0.2983fb- 0.1594 fc-0.285S id+0.0130fefd+0.1520 fb i, +

+0.1349 fb fd-0.0123 fd2 + 0.0030 f. fd2 + 0.0112fbfd2-O.0017 fbJe fd2 -

-0.0010 fbf.?fd+ 0.0009 f.2fd+ O. 0025 fbfJd-0.0006 fcz+0.0006 fbf.2 ..... (50)
si introducimos ahora los valores de q>z a q>.8 en la ecuacion (27), suponiendo
siernpre que q>O = 0, obtendremos:

a

2k7r

'PI

M,,'=--
A [-1.6490-0.4272 {b-0.S019 fe-0'.5019fd-0.0240fefd +

+ 0.1718 fb t, + 0.1718 fb fd - 0.0256 fd2 + 0.0044 fo fdz +

+ 0.0225 fb fd2 - 0.0012 fb fe fd2 - 0.0012 fb fez fo. + 0.0044 feZ fd +

+ 0.0303 fb t, t, - 0.0256 fez + 0.0225 t, fe1- + 0.0003 fe2 {dZJ .. (5 1)

esta formula nos da la expresion del memento aplicado en funci6n del angulo
de rotacion q>l del misrno lado y de los grados de empotramiento de los otros

tres lados.

Se podria tambien expresar Ma' como una funci6n de 'P2;
taria carnbiar en la formula (51) los valore «fej) por «fo.» y

para esto bas
los valores cfd"

por «fe.»
Los valores para Ma' obtenidos en estos dos casos acusaran una pequefia

diferencia si t; oF fd que alcanza su valor maximo cuando uno de los dos gra
dos de empotramiento es igual a cero y el otro igual a uno.

Para obtener la mayor exactitud en la tabulaci6n es preferible tomar el ter
mino medio de los Ma' obtenidos como Iunciones de

.
q>l Y 'Pz. En el caso

en que fb=fc=fd=O y que corresponde a la losa implemente apoyada en S11

con torno, tendrernos el valor mmimo de Ma'
a I 1.6490

2k7r
lVI a min

= +
1.3988

'PI = + 1.179 'PI

Si fb = (= fd = 1 (caso de ernpotramiento perfecto de los tre lados opues
tos) tendrernos el valor maximo de Ma'.

a 2.7296

2k7r
Ma'mdx = +

1.8396
'P1=+1.484 'PI

Si introducimos la notaci6n iguiente en que:

«S»: es la rigidez) y corresponde al momento que produce una rotacion angu

lar) que tiene a Lo largo del borde consuierado la misma forma que el
momento que la prouocc, y cuyo valor maximo es igual a 1.

Entonces, en el ca 0 de la arm6nica fundamental, q>.l tiene que ser igual
a 0.866 (sen 609 x 1).
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y S'min -

2k?r
1.021--

a
. . . . . . . . (52)

2k1r
S'max = 1.285--

a
. . (53)

en la tabla NQ 1 anotamos 10 valore de a'r que representan Ia rotaciones

angulares del centro de la Josa simplemente apoyada bajo la acci6n de M' = + 1,
para el caso 111= I.

Conociendo el valor del memento Ma' se puede escribir

'" , M '

Ta=a)· 9.

a
l'<p.=0.980

2k1r
1\ ;,I. 1\1 a' = 5'min Y 5'min= 1.0204-

a

alor qtle es igual al obtenido en (52).
Introduciendo vario valores de fb, i; f,[ en Ja Iorrnula (51), y tomando

'!'1 = 0.866, se pueden tabular las rigidece S'.
En el caso general, la suposicion de que la accion del memento en el borde,

segun Ja armonica Iurrdamental y la deforrnacion angular del mismo borde se

distribuyen en igual forma, no e cumple estrictamente.
La forma de distribuci6n depende de Ia condici6n del empotrarniento de

los 1ados b, c, d.
Solamente en el caso en que todos los lados estan sirnplemente apoyados,

la suposicion es absolutamente exacta.

La maxima diferencia se produce i fo=1 y fb=f,J,=o.

�------------ a

fig. t2

En la Fig. 12 estan trazadas la dos curvas (1) y (II) de..deformaciones an

gu1ares a 10 largo del lado «a» para el caso eft que actua M a'
La curva (I) esta calculada exactarnente a base de la ecuaci6n

en cuen ta Me', Me" y 1\1c''', Y la curva (II) corresponde al caso en

(2), tornando

que se adop·
.

I
1

19ua aO .866
ta una distribuci6n sinusoidal, con un valor maximo en el centro

del terrnino medio de Jos valores de c;> en los tercios de «a»

Como podemos vel', la di[erencia es muy pequefia. Lo miSJ110 podria corn

probarse para el caso en que actuan los mementos M,' y Mali'.

Comparando las rigiueces de la losa para m=l con las rigideces de una viga
segun la definicion de rigidez dada por Hickerson, se podra ver que la losa es

mucho mas rIgida, pero la variacion entre Smin Y 5rn"x es J11enOr que en

las vlgas.

Para la losa, tomando K - E I
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S = 6.412
E I

m in
a

Smo.x _ 8.070
E I

a

Para Ja viga (ver Hickerson) se cumple:

Sm!n = 3
E I

Smax = 4
E I

a a

En forma parecida a Ia ernpleada en e1 caso de la aplicaci6n de iVI,/ se

podrian tambien calcular las rigideces para M �I/ Y Ma"', pero nosotros vamos a

limitarno , en la definicion de grado de ernpotramiento 610 a Ia rigidez en fun
ci6n de Ma'.

c) Coeficiente de transporte.

No menos importancia que la definicion de rigidez tiene Ia definici6n de
los coeficientes de transporte - es deeir los momentos que aparecen en los bor
des b, c) d) como consecuencia de la accion del momenta M,'

Si introducimos los valores obtenidos para 'l'� a '1'8 de la ecuaciones (44)
a (49) en las formulas (29, 31, 32, 33, 34) para Ia 10 a descargada, podremos ob

tener las expresiones para Mb', Me', Me", Md', Md" que roman la forma

aM' E a
M'

F a
M"

G
2k1l'

1 b =

A '1') 2k7T'
r c

=

A
"I

2k'iT'
I c

=

A
'1'1

5i tomamos el valor de M,,' de Ja formula (51) y dividimos lVIb', 1\1.' y 1\10" por
eJ, obtendremos:

Mo' E

M.' el numerador de (51) = H
etc. para 1\1.' y Me" entonces

Ir' _

'Ib - HI [ + O. 3963-0.10Q2( i, + fd)-O 0024 (td2 + je�) +

+fe·l'd (00017+0.0013fd+00013 (c) J /b lVIa' .... (54)

M.,' - � [+ 0.6623 + 0.0333fd + 0.0125fb + 0 0008fd2 - 0.0011 t: fd2-

-0.0071fcfu. - 0.0263jbjd + 0.0392jo-0 03011bjoJ i, M,' .. (55)

Me" - � - [ + 0.3023+0.0952fu+0.1514jb+0.0034fdz-0.0032jbjd2+

+ 0.0006jbffd - 0.0046fJd - 0.0569fbfd + 0.0610fe-

- 0.0607{'r:/c - 0.0006f/d2 ] fe }vf/ (56)
,

para obtener las formulas que definen los Ma' y lVlu.11- ha que cambiar en las

Iormulas (55) y (56) los [acta res te par fu. Y fd par t; re pectivarnente.
Procediendo de la misrna manera y cargando la losa can el momenta de

borde M,," se podrian obtener los coeficientes de tran porte para e te ca 0, de -

preciando el factor Ms' en vez de Ms"
El memento 1\11/" para la losa can 111= I cia un coeficiente le tran porte

igual a cera.

•
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d) Definicion de los grados de empotramiento,

En la Fig. 13 vernos un sistema for

mado por varias losas 1 a V.

Losa II tiene para la relacion de los

lados el valor m= I, las otras losas tie

nen un valor de «m» cualquiera.
La losa I esta sometida a una cierta

carga que produce en todo el sistema
de losas ciertos momentos de empotra

f: rmento.

Vamos a buscar la expresion para el

valor de grado de empotramiento «fu»
de la losa II.

Estudiernos el equilibrio del borde

«b» .

Debido a la solicitacion de la losa I,
en el borde «b» de la losa II, aparece
un cierto memento M'b que tiene que
estar en equilibrio con los momentos

que a su vez inducen en este borde las
losas III, IV, Y V, debido a sus condiciones de apoyo.

Esta condicion se escribe:

.f. i

rlg.13 ..

v

! M's« = 0 (57)
n =111

Como vimos anteriorrnente el mornento Ms'u puede ser expresado en

Iuncion de 'PI y de los coeficientes «fbY> , «fe» y <1d» segun la relacion:

a Mb'II = 'Pi J1 Lfb = '(Ill [ + 0.3963 - 0.1092 ere + jd)-
2k1T' A A.

-0.0024 (fd2 + 1e2) + fojd (0.0017 + 0 0013fd + 0.00131e) ] fb ... (58)
Los mornentos de las losas adyacentes se pueden deterrninar conociendo
'{a y la rigideces correspondientes de las losas III, IV Y V.

Segun la defini i6n de la rigidez S hecha anteriormente

IVI'b liT S'Il!
'{ 3 JI (59a)-

0.866

M 1.>' IV S'IV
'{ a IT (59b)-

0.866

M' S'v
<P a TT (59c)b v -

.

0.866
con ayuda de la f6rmula (45) se puede expresar la relaci6n entre '{I II Y 'Ps II en la
forma siguiente :

'PI IT

A
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-.�.0011 f•. fd+ 0.0017 (f,} + fd2) - 0.0009 Cf.fd2 + J.2 fd) ] J . . . . . (60)
Sl introducimos los valores de las formulas (58) a (60) en la ecuaci6n (57) ob
iendremos:

2k7r

a A

v (l-fb) PL fb + 1; S'n' <Pl· 11
- 0

n = III 0.866 A
. . . . . . . . . (61)

v

1; S'n
n=lll

n = III a � 0.866

0.866
L

P
- 1.285 (ver ecuaciones 58 y 60)

2k7r
El valor 1.285 es exactamente igual al valor de la rigidez maxima de

a

una losa cuadrada eglln la ecuacion (53).
Entonces podemos escribir que

1; S + S max I!
. . (62)

en que 1;S es la suma de las rigideces de los elementos adyacentes.
S max II es el maximo de la rigidez de la losa considerada, es decir,

la que se obtiene cuando sus tres lados, a, c ,d, estan encas

trados y que varia s610 con el factor «m».
f b es el grado de empotramiento del lado «b» de la losa consi-

derada, que varia entre 0 < f < 1 Y que no depende
de la carga.

La formula (62) esta deducida a base de las ecuacione para una losa cua

drada pero es valida para cualquiera relacion «m» de los lado .

La 1; S puede contener las rigideces de diferentes e tructuras como por
ejemplo losas, vigas, muros, etc., si la definicion de rigidez para ellos es igual
a la definici6n indicada anteriormente.

En igual forma pueden calcularse los grade de empotrarniento fa, fe, fel

e) Los mementos de empotramiento elastico.

Para cornpletar la teoria del calculo mediante 10 grados de elupotramlen
to es necesario deducir las formulas que definen los mementos de borde en

funci6n de los grade de empotrarniento f3' fb, fe! fd Y los angulos <po.
Si seguimos en la deducci6n de estas f6rmulas el camino planteado por

el profesor Hickerson para .las viga Ilegaremos a serias dificultades debidas
a la ne esidad de resolver sistemas de 8 a 12 ecuaciones en funci6n, para el ca

so general, de hasta 16 constantes.

A fin de evitar al lector de arrollos peno os y que nada nuevo aportan al
calculo explicaremos solamente c6mo se obtienen las formulas para los momen

tos, sin entrar en su desarrollo detallado mas adelante trataremos e te problema
en otra forma que estimamos rna clara y rapida.
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Se pueden e cribir las e ua iones (36) a (43) para el aso en que 10 �o t= 0

(Ia 10 a cargacla), e decir, las ecuaciones rienen que contener los terrninos en

�lo a fsG.
Resolviendo estas ecuaciones para � obtendrerno expre iones para cada

q> del tipo sigui en te:

�k= Iuncion ('f"o a <fdo, �lo a �so, t.. t: i; fd)
si introducimos 10 valore de "'1 a q>s (k = 1 a 8) en las ecuacione para mo

.

mento del tipo de las anotadas bajo el nurnero (27) a (34) podrernos obtener
las formula definitiva para los mementos de los bordes M I M /I etc., en una

a' a
.

losa solicitada por una carga dererminada y ernpotrada elasticamente,


