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2. En 10 dificios modernos se pr sentan tres partes ela ticamente muy
diversas, La uperior, Iorrnada por cuerpos muy regulare y muy rigidos por sus
fachadas y muros mas 0 111enOS regularrnente spaciados ; la interrned ia , que co

rr ponde al primer piso, Iorrnada principalmente por olumna esbeltas y trozos

de muros l11UY abiertos que son mucho rna elasticos qu las Iachadas y l11Ul'OS

de la zona uperior; y los ubterrane s, con muro muy Iuer t s y in aber turas

que pro] orcionan gran rigidcz a esa zona.

3. Es includable que calcular las fu rzas individuale que las accione ho
rizontale del temblor pro ocan en 10 trozos cle muro y n las columnas de la
zona int rrnedia, e el problema capital del calculo antis! mice. I

E e problema, en su aspecto mas simple, es el de deterrninar el cornporta:
miento ela tico de un grupo de muros y columnas arbitrariarnente espaciado ,

que se encuentran unidos arriba
_ abajo por tablero indeforrnables. EI de

abajo, sornetido a movimientos mas 0 111enOS ca6tico de los ternblores, y cl
de arriba, sornetido a las fuerzas de inercia de las masas de los pisos superiores.

Para el caso del v.ento, las Iuerzas de inercia son reemplazadas poria presion
que produce en las caras del edificio, manteniendo en todo el oncepto de .soli i

taci6n de la estructura.

4. Sea <l:a» el centro de las fuerzas sismicas que actuan sobre el tablero

que une 10 cabezales de las columnas y muros. Generalmentc «a» corresponde
al entro de figura del tablero, pueslos pesos-y sus fuerzas de inercia- son mas
o menos uniformemente distribuidos en todos los edificios corrientes.

La posici6n de «a» queda invariable durante el temblor y s610 carnbian las
in tensidades y direcciones de las fu rzas, que aparecen en « a», per efectos de los
diversos movimieritos del suelo.

5. Las reacciones individuales de las columnas y muros que scstienen el

tablero cambian de intensidad y de direccion, segun cambien las posiciones rela
tivas de los dos tableros indeformables que. las ligan en sus extremes superior e

inferior.
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Si cl suclo se d splaza en la direccion indicada en la figura, el tablero sobre
el cnal des ansan los pisos superiores se movera rest ect.o al uelo por la accion
de las Iucrza de inercia girando alrededor de un punto «0» de u llano. Como 10
movirnient s sismi os cambian rapidarncntc de dircccion, p demos decir [ue tO
es el centro instan taneo de rotaci6n del tablero.

Los muros haran que los movimientos relatives al . uclo del tablero superior
sean menore en sus vecindades que en el co tado de la columnas que relativa
mente son mucho lTIaS elastica. Por esto, el punto ,0" quedara ubicado en la
inmediaciones de la ZOI'la que contiene los elementos mas rigidos.

6. Si conocernos la ubicacion del centro instantaneo de rotaci6n y el angulo
en que gira el tablero para una po iei6n determinada de la Iuerza sismica, conoce
remos las magnitudes, posiciones y direcciones de cada una de la Iuerza que
las delorrna iones de las columnae prcducen sobre el tablero.

7. La surna vectorial de las reacciones individuales de las colurnnas obre
el tablero superior tendra una resultante que sera coincidente, opuesta y de i ual

magnitud que la componcnte horizontal de In accion ismica. Esto cquivale a

decir que siernpre la linea de accion de la resultante H pasara por el centro de

gravedad d las rcacciones indi iduales de las colurnnas y, por 10 tanto, era siern

pre un eje de simetria de las reacciones.

Partiendo de la ba e de qu no conocernos a priori la posicion de 10 centro

de giro del tablero (N.> 6), in istirernos que no basta que conozcarnos las accione
resultantes del conj unto de- elementos r si tentes para determinar el rnovirniento
del tablero. Nccesitamos conocer en magnitud y direccion los movimientos in
dividuales de los cabezales de las piezas resi tente para establecer la Iuerzas

cuyo conj unto se opone a la Iuerza sismica H. D todos ellos 610 podernos decir
que por los efectos de ligaz6n del tablero rlgido, las reaccione individuales de -

cornpuestas en el sentido cle la Iuerza H forman lin conj unto de Iuerzas iguale y
contrarias a esta y que las reacciones normale ala direcci6n de H e neutralizan

por efecto de 1a indeformabilida-d del tablcro.

8. La Iuerza F que una columna 0 muro produce al correr e Iorzadamente
su extreme uperior en UIl movimiento .1 con respecto a su pie, lepende: 1. 0) del
mod ulo de Young E del ITI::1 rer ia I q lie Ia com pone ; 2 0) de u forma y ecci6n;
3.0) de la altura de Ia columna 0 muro ; 4.0) cl las condiciones de union a 10 ta

bleros que ternan sus extremes: 5.0) de las arrnadura contra deforrnacione al
corte que lleva intcriorrncnte la picza , v 6.°) de Ia oricntaci n de 10 cjcs de rigid z

de la pieza con re pecto al movimicnto que sopor ta.

Los puntos 1 a 5 inclusive han ido tratado en publicacione del autor apa
recidas en el n umcro cI juli -ago to ell' 1947 de los. nales d I In tituto de In

gemeros.

Para simplicidad, en el simbolo R agruparemo las condicione 2,3,4 y 5 e

fialadas anteriorm nte. En tonce la relaci6n Iundamen tal entre de plazarnientos,
rigideccs real s y dir ccion de los movimientos es

F = - ER tJ. COSa
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9. Generalmente, cada column, 0 muro tiene dos ejes de rigideces R orto

gonales . c1istinto que habran de con iderarse en 10 calculos si e producen mo

virnien to: que den component s apreciables y que II producto ERl�cosa 0

ER2�cOsa no sean rnuy pequciios.
..

SI, un muro curvo 0 un muro esquina poseen clo ejcs de rigideces. En cam

bio, en una columna de seccion circul: r estes dos ejes son iguales c indepen
client de la direccion del 'movimi nto. Para cada colurnna : muro habra que
determinar los ejes principales de rigidcces, La teorla y metodo para obteuerlas
e suponen conocido

\
'-�J

\

\ li2.

10. EI movimiento de un punto especifico cualquiera del tablero debiclo a

una rotacion "e:'> alrededor del centro de giro' «0», cs igual a la suma vectorial del
movimiento de otro punto del tablero 0' debiclo a la rotaci6n en «0» mas un giro
«€)' alrededor de estc nuevo cen tro.

Sea A un punto cualquiera del tablero : A' Sll posici6n final c1ebido al giro e

en O. Sea 0' el nuevo centro; ole = r. € = BA', Dernostraremos que AB = r' € =

O'A. e

El ,l AA'B es sernejante aI OAO' por tener sus lados AA' 1.: OA, BA' 1.. 00',
AB 1.. 01" Y cada uno de sus lados se encuenrran amplificados en la rnisma
razon E. Al efecto AA' = € OA; AB = € 0'A; BA' = €00', Como las lineas OA-AO'
y 00' lorman un pollgono cerrado, su sernejante y hornologo AA'B tarnbien sera
cerrado,

Esto nos indi a que no podemos dar por rcsuelto el calculo del sistema des

cornponiendo una Iuerza H por otra Iuerza Y lin torque aplicado a cierto en tro de

giro porque habra que surnar vectorialmente el movimicrito de ese centro que
depende de la po ici6n del verdadero centro 0 y de Ia magnitud del giro E que,
a su vez, depende de Ia posicion de In Iuerza y de las cualidades elasticas del sis
tema que van variando para cada centro de giro del tablero.
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11. SE'a 0' el cen tro de rotacion de un plano indeforrnable que gira alrededor
de la normal en 0' el angulo �'. Sea 0" otro cen tro que gira f" • obre la normal
en 0". £1 centro de 10 rotacion resultante ca ra necesariarnente en la recta 0'0".

Sea un punto i\!I,cualquiera de la

recta 0'0". Las rotaciones debida a 10

giros en 0' y 0" producen movimiento
en M normales a la recta que line 1\1 con

el respectivo cen tro de'ziro y, como am

bas re tas coinciden con la recta 0'0",
el movimierito resultante de 1\1 quedara
siempre sobre la normal a esa linea.

Si el centro de rotaci6n resultan te, 0, quedara Iuera de la linea 0'0", n

U por ejernplo, el movimiento de �1 n cosariamen te era normal a su hrazo de

giro 1.JiVI y el movimiento de 1\1 darla una compouen te n el sentido de la linea

de los centres 0'0", 10 que es in ornpatible con la rotaciones en 0' v O".

I)

12. Hernos llamado «a» el centro de las Iuerza que los movimientos del

suelo provo an en la zona del edifi io ubicado sobre las olurnna del primer piso ;

sea H' una posicion especifica de H. Sc 0' cl centro de ziro del tablcro Y f_' el

giro que produce esa tuerza H'.

Supongarnos que carnbie la direcci6n
del i rno de tal modo que la nueva

fuerza de inercia pa e por 0'. Lla rn: -

rem s JI" e ta nueva fuerza. . ea 0" cl

centro de giro que corre ponde a H" y
sea E" el giro corre pondiente.

Como hf'IDO supuc to que HI! pa. a

por e I cen tro oc giro 0' de la fuerza H'
ta ultima fuerza no genera trabajo :

en conse ucn ia , su linea d ac i6n debe
cor tar la linea 0'0" en un punto tal que ea el centro de iro 0".

Sea HR el vector rcsultan tc de H' y HI! que, para nul" I ro anali is upondrc
rnos que se producen imultanearnente Para HR tendrerno un tercer centro de

g�ro que llarnnremos 0 La posicion de 0 puede considerarse como centro de iro
resultante de las rotaciones €' n 0' Y E" en 0". Hemos vi to que 0 debera en

contrarse en la lina 0'0" (N.> 11). Como el entre «.a. de la accione i nu a

es fijo ( I.o 4) y las Iuerzas pueden tomar ualquier direcci6n, tenernc :
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El Lugar geometrico de los centres de rotacion del tablero de un. edijicio es una

recta invariable que iiene una sola posicion.

13 Segun la norma de calculo la Iuerza H e proporcional al pe 0 del
edificio y puede tomar cualquier direccion Diremos que lla gira alrededor de a>

y el tablero gira alrededor de la linea de centro 0». \. cada po ici6n de H 0-

rresponde un punto y uno solo de esa recta.

En una posi i6n in terru dia ualquiera de la fu rza H, am POl' ejemplo, el
c n tro de giro 0 t ndra una posicion q LIe leterrninareru s
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0'
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H

sen (1800 - (a'+a")1 sen a'
,

sen a

sen (a' + all)
a"sen

H2 - H ------
sen (a' + a")J

_ E'
I

en a

, sen (a' + a")
"

sen a

- E"
sen (a' + (LII)

E'

Eld' + E2d" - 0

sen a.'
. I' + ("

sen «"
d" 0-

sen (a' + 0.") sen «(J.' + 0.")

d' t" sen a"
1) = -

d" e' I
sen a

Ecuaci6n

14 I lam ndo r" -0' y' -Oil y onsicleranclo como 1)0 itiva la di-
•

J a =m r =m

recci6n 0'0" de la figura, c1educimos:

o

Q..
\

sen a'
1" = - am �-----

sen �
0'1

\

sen a" _--,ofr--r"
--

__
r'- \\1''' :;:; + am -----

sen "'(
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r" s n a" sen �
Ecuacion 2) -

r' sen 1 sen 0.'

el' 1'" E" sen a" sen a" sen � t" n .(

Ecuaci6n3)7 : -- =+ - + =Cte
r' E' sen a.' sen '( sen a.' E' sen �

1.v) La Cte debe ser uegativa porque E' Y E" tienen signos opuestos.
2.°,\ Cuando la Iuerza H se acerca ala direcci6n aO", cl punto m e corre

bacia 0" y cl centro de giro resultante, 0, se acerca al punto 0'.

3.0) Cuando el punto In se encuentra entre los puntos 0' _. 0", cl centro
de giro rc ultante 0 es exterior al tramo 0'0", por ser negariva la relaci6n de

posicion s de los puntos conj ugados,
4.0) La relacion entre los valores ell /el" y r" ir' es con tante, es decir in

depcndiente de la direcci6n de la Iuerza sismica H.

15. Si desde �ab agregamos una nueva Iuerza H' en la direcci6n aO en

que 0 es el centro de giro que corresponde ala Iuerza H, obser amos que H corta

r{l a su vez 1 centro de giro que corresponde a H'. I eiecto, el trabajo que electua
1-1 bajo la acci6n de H' es nulo y por la ley de acciones reciprocas tambien sera
nulo el trabajo que hace H' bajo la acci6n de H.

Lo centres de giro 0 y 10 puntos m en que la Iuerza H corta la linea de 10
centres cle giro son intercambiables, propiedad imilar a las de puntos en involu
ci6n m y 0 y de bases 0' yO".

16. De la cuaci6n 1) del n.v 13 se deduce que ex isle cierta po ici6n de la
Iuerza !-1 }', por 10 tanto, del punto 111 que llamaremo me , tal que E"Seno.O" =

d'
\

- �' sen 0.0' y la relacion d": sera igual a + 1. Enton es du' = do" y, para que

esto suceda , es nece ario que do' y do" ean infinitamente grandes.

\

clIo E" "
sen 0. 0

-

- + 1 es decir
d" 0 €' sen 0.'0

e' sen o.,lro
- +

E" sen 0.,'0
Ecuacion 4)

Para estos valorcs, la ccuacion 2) del N.? 14 vale:

r" 0 sen 0."0 sen (3 €' sen �
Ecuaci6n 5) - - -

r'0 sen (%'0 sen '( E" sen '(

17. Para que ..l c ntro de rota i6n resultante de dos giros €1 Y €2 en 0' y 0"

respectivamente, sc traslade al infinite, es ne esario que todos los puntos del
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tablero se trasladen paralelamente a SI ]niS1110 en la misma can tidad. E to es s610

posible cuando 10 giros �1 = - E�, C0l110 es ftl il deducir de la figura.
Tra lacion de 0' debido a la rota i6n - E2 en 0"

1 - €2 X 0" 0' - - €2 (S)

s __

----+-------------T---------�-

0"

Traslacion de 01' hacia abajo c1ehido a la rotacion + €1 n 0'

18. Hernos e tablecido en el n. (I 11 q uc �' e . la rot.acion que prod lice en 0'
el torque hH' producida por la Iuerza 1-1' = H aplicada en 0", est-a rotacion haec

desplazarse el punto 0" en la cantidad 00"0'. Si aplicainos en 0" el IniS1110

torque producir 111.0S en 0" lin giro E2 que hara mover el punto 0' en la cantidad
00'0" normal a la linea 0'0". Ambo desplazarnientos debcn tener el mismo valor

Para que los torque aplicados en 0' y 0" sean iguales, trazamos por 0' la

paralela a la recta aO" que sera la linea de accion de la misma iucrza H' que pro
duzca igual torque.

.>.
)<\

-: -:
/ \

,,/ \ 0"
// \

'\ /
\ /
D'\ �

\

La fuerza HI puede descomponcrse en las dos direcciones: 0'0" y aO'.
Tendriamo que 10 componentes cumplen con la relaci6n

FI' H" HilI
- -

sen � sen y sen C(

, sen "(
Ecuaci6n 6) 1-1 " - H'

sen �

La tercera componente, H''', no interviene en el giro de 0" por pasar por
el punto 0". Entonc s el torque en Oil que produ e un giro €2 = -'€1 es eI pro
ducido por la f,uerza H", obrando en la direcci6n aO'.
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; i· Para que la cornponente H" de H alcance el valor H que upusimos produda
la rotaci6n ;/1 en 0" cuando actuaba segun aO" Ja fuerza debe arnpliarse en la

raz6n sen{1/sen,,! que s la inversa de HI! iH' = env /sen{1 (e .uacion 6) que s610

produce la rotaci6n f2 = �l. Entonces, entre Jas rotaciones - €/1 Y f' existe la

re!aci6n

Ecuaci6n 7)
e/l sen r>

_

e' sen y

Y la ecuaci6n 3 del N.O 14 se transforma en

Ecuaci6n 8)
el' r" sen � s n y

1_- _

dl! r' sen r sen �

plicando esta rela i6n aJ caso de rota i6n al punto al infinite, obtenemos
que r"o == - r'o que indica que cl pun to m se coloca en el punto n10 central, del
trazo 0'0".

19. Entre las di taricias el' y el" del centro ele giro 0 a 10 puntos 0' y O",
y las cI istancias r' y r" del punt 0 conj ugado 111 a esas 111i mas ba es 0' y 0",
hemos obteriido una relaci6n involutiva cle caracter arrnonico por ser de valor

igual a -1 pcro que no es tal, porque el orden de las distancia r' y r" aparecen
in ver tidas. La relacion realrnente in olu tiva y arrnonica de los conjugado Olin
respecto a la ba es 0' y 0" es

Ecuacion 9)
el'

d"

r'
=-1

r"

Esta involucion la umple el punto simetrico In' cle m con respecto al punto
cen tral del trazo 0'0". Las dista nr ia de m' a la bases 0' y 0" on respecti
varnentc r' y r", como se onstata Iacilmente.

Los centros de g1'ro y los puntos sinietricos respecto al punic central cn que la

[uerza sismica EI cor/a la linea de los centres de rJro, S011 conjugados armonicos de
los puruos 0' y 0/1 de la involucion, t}e,', ices del lruingulo autopo'or 0' a 0"

20.
sen y

Los omponcntes H' y HI! = H' (n.Q 17) tienen una resultanto
sen (3

H' H" Hili
H. Se observa que las rclacione corresponden a

en � en i en <z
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los lades y angulos de los triangulos hcrnoteticos O'aO" y OPO'. Si se trazan

las paralelas O"a' y O'a', e obti ne el paralelograrno 30'a'O"(.\, en que la dia
ronales 0'0" y aa' se cor tan nus, punto medios InO confirrnando que C:! el

punto entral de la involuci6n arm6nica d base 0'0", i construimos el paralelc
gramo OPO'P' la diagonal PP' representa la resultante I-In1 de las Iuerzas H' y H".

La diagonal aa' = 1-1 y los lades aO" y aO' r pres ntan a la es ala aa' = 1-J,
las compouentes de la Iuerza I-I y us posiciones que produ en una trasiacion
paralela Tarnbien repre entan la Iuerza H para lela a la llnea de los entros Ie

giros, pero a escala 0'0" =H,

21. En la dinamica de los s61idos e estahl ce <:jue los puntos de un cuerpo
sometido a una Iuerza, se traslada paralelamente a i mismo cuando la lin a de
acci6n de la Iuerza pasa por el centro de la. fuerzas de inercia q 1I oincidc con

el entre de gravedad de las masas. A la vez se dernuestra que la aplicacionde
un torque produce un giro del sistema alrededor del mismo centro, cuya posicion
en tal caso perrnanece invariable.

Podemos aplicar estos conceptos a la Iuerza, 0 al sistema de Iuerzas Clue

provoca una traslaci6n sin giro, diciendo que existe un cierto punto C del tablero
al que aplicandole una fuerza 610 se produce una traslaci6n paralela de todos sus

puntos. Este punto tendra, adernas, la propiedad de que si !3e aplica un torque
al tablero, este girara a su alrededor provocando un sistema de reac iones ntre

los elementos de liga deformados que equilibren el torqu aplicado. C0l110 existe
s610 un punto sobre el cual pueda girar al aplicarle un torque las conse uencras

reciprocas son eviden tes:

El centro de gt"ro del tablero soportado por ligazones elasticos es el punta que
permanece 1"nl1�6vil al aplicar un. torque sobre el tablero.

Toda juerza que carla el centro de flJro del tablero proooca una traslacum parulela.

22. Deberan tenerse pr sentes otras propiedades d I entro de giro C, al
que darernos e1 nornbre mas apropiado de «centro elasti 0»"

1.0) 10 es el entro de gravedad de los pesos ela ticos «R».

2.0) El movimiento de traslacion d 1 ntro lastico C causado por la fuerza

aplicada en el, sera siernpre de igual magnitud , direccion y sentido que cl que
producirla en C una Iuerza igual y paralela aplicada en ualquier punto finito 0

infinito del tablero. Esta cs una cons cuencia inmediata del principio que perrnite
reernplazar una Iuerza por un sistema equivalente de Iuerza y torque aplicado ,11
cen tro elastico.

3,°) Para que s610 e cista giro en C es condici6n necesaria Clue el sistema de

Iuerza olicitant s sea unicarnente un torque Como un torque puede represen
tarse por una Iuerza infinitamente pequefia y lejana, el entro lastico C puede
definirse como el centro de rota i6n que correspond a una Iuerza innnitamcntc

pequena cuya lin a de acci6n cs la r cta al infinito.

4,°) Si se apEca un torque finito al tablero, este girara aIred dor d I centro C

provocando reacciones en los murOs y columnas tales que elias formen lin poligono
cerrado, en consecuencia, de rcsultante nula.

, 5.°) EI concepto Ie un giro sin trasla _i6n de! talJ! ro es incompatible COil

Ia oncli i6n de que elillgar geometrieo de las fuerzas slsmicas sea una cirCllnfc
rencia de radio Hyde centro «a» ( ,os 4 y 13),

•
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6.°) El giro que una Iuerza produ en -0 en ualquier otro pun.to del

plano- e igual al giro que produce en el centro in tantaneo Ie rota i6n 0 del

sistema qu orresj onde a la posi i611 y direc i611 de la fuerza (
.

0 10) En con

secucncia, se puede 111 dir cl torque que la Iuerza I reduce en C, calcular u giro
y aplicarlo en O.

7.°) La direc i6n de tra laci6n de C olo c in ide on la direcci6n de la

Iuerza cuanclo esta coin ·ide·con uno de los eje principales de la elipse de elastici-
dael del istema. •

Cuando el centro "a" d
la Iuerza si mica es coincidente
on el centro ela tico <c>, el edifi
cio e trasladara paralelarnente a i

mi mo, sin efectuar nin (111 giro,
ualquiera que sea la dire ci6n del
temblor. E ta coincidencia de los

pun tos «a" .- "0> uele pre entar e

en ed i ficio i rnetricos \', en tale

cases, 10 de plazarniento eran
norrnale a la direccione eonju
ga la con la linea de accione de
In fuerza q LIe gi ran alrededor de

«c». EI lugar geornetrico de 10 re pectivo centres in tantaneo de iro era
la elipse envolvente de las polare al infinite onjugada con la direcci ne tle
las Iuerza que cor tan I centro de la Elip e de Ela ticidad d I i terna.

23, En el .0 12 dernostramos que el lugar geornetrico de 10 centro ins-
tantaneos de giros 0 es una recta que tiene una ola po ici6n. E a recta, 00, no
puede pasar por cl centro elastico C i la lin a d<; ac i6n de la Iuerza H tien pun
tos finites. gregando en dos Iuerzas + 1-I y - H e forma un torque que pro
ducira un giro del tablero , la fuerza sobrante + H producira una tra lacion pa
ralela (N.o 21 y 3.° del N.> 22). La cornbinacion d una trasla i6n de on u n

giro obre el lara un centro de rotaci6n no coincidente con C, Adernas, e centro

o e encontrara iernpre en una po ici6n mas lejana de H que el punto C.
I efecto, tracernos d sde C la perpendicular CP a la Iuerza H y examina

remos el movimiento de P; e'e movimiento sera la r ultante de una tra laci6n
vector ialmentc igual a la de C y a la rotaci n del tablero alrededor de ,La re

sultante de ambo vect res era siempr mayor que el vector tra lacion de

La linea de centros instanuineos de rotacion 00 estarti ubicada allado opuesto
del incnio «a» con respecto al centro eltistico C.

24. Si I tabl 1'0 gira en 0 I angulo E ,1 rnuro repre entado por la rigidez
R se mueve en direcci6n normal al radio "r" y el movimiento en el sentido axial
de'R es � = 1:. E osv. La fu rza que aparece omo con ecuen ia de la deforrnacion
del muro es

F = - E fR.r osv

pero entre la eli tancia «cl» del pun to 0 a la linea de a ci611 de R v el rc dio r

existe 1a relacion d = rcosv y la [uerza F valdra:
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Ecuaci6n 10)

Si el muro presen tara alguna rigidez transversal (N. 0 9) aparecerla otra

Iuerza F' = - ER'd', cuya linea de acci6n serfa normal a la anterior. Notaremos
eu consecuencia :

Para el esiudio y ailculo de los sistemas de [uerzas solo interuienen. las liueas
de acci6n de rigideces y no sus posicumes.

I 25. Proyectando F sobre la linea de acci6n de la Iuerza H, en sentido pa
ralelo y normal a ella,

II Feese = - EEl�dcosa
.1 Fsena = - EERdsena.

,

La surna de las proyecciones da:

Ecuaci6n 11) H = - EE�Rcosa
o = �Rdsena

EI angulo de rotaci6n amplificado E veces

Ecuaci6n 12)
H

E€ = - --�-=R'-d-:-c-o-s-li-

EI torque motriz r el resistente se equilibran en el centro instantaneo de
rotaci6n 0

H.h + �F.d = 0

Ecuaci6n 13)
:ZRc!2

h =

l:RdcosGt
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Por la propiedad del centro elastico que sefialarno en el 6.° del ::\.0 22, po
demos obtener una relaci6n entre los momentos de inercia polar orre pondiente
a C y el corre pondiente al centro in tantaneo de rotacion 0 producido por una

posicion dererrninada de la Iucrza H.

Ecuaci6n 14) Giro en 0

Ecuaci6n 15) Giro en C

Ecuaci6n 16)

26. Para obtener la posicion del cen tro ela tico C aplicaremo el principia
de que la naturaleza obtiene sus resultados con cl rncnor e fuerzo posible. Por
eso, el tablero bajo la accion de un torque girara alrededor del pun to que Ie pre
sente el menor momenta de inercia polar, que es el punto que le permite obtener
el mayor giro con la rnenor oposici6n.

Recordarernos que el torque es independiente de Ia situa i6n del centro elas
tico y, por tanto, las derivadas parciales respecto a abcisas y ordenadas de e e

punto en un sistema de eje XY son nulas y no figuran en el calculo de los valore

que hacen minirno el momento de inercia polar.
Tornernos un punto 0 cualquiera y un sistema de ejcs ortogonale OX, OY

orientados arbitrariarnente. La lfnea de accion H. tiene por ecuaci6n normal

xcos <I> + ysen <I> - d = O. La distancia del punto C (�, 7]) a la recta es - de =

= �cos + 7]sen - d. Se trata de encontrar los valores de � y 7] que hacen minimo

el valor de H.d2• Para un elernento R tenemo :

Q

a�
a

---._ = 2R (1)S n2<I> + �sen <I>eos<I> - dsen <I>I
d7]

= 2R I�COS2 <I> + 1)sen (fleos <I> - clcos ({:>l

d2
--- = 2 Rsen? cf> > 0
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Eeuaci6n 17) ( � LRcos2cp + YlLR n elleo, cP - LRd osCP = 0

� LRsen <pco <I> + YlLRsen2 <l> - LRdsco <P = 0

i �=

E uacion 18)

\ n=

LRdeo <I> LRsen 2 q) -LRclsen <P RscncpeosCP

�Rsen2 <P LReos2 <I> - (�Rsencpeoscp)2

�Rsen (1) Reos2cp - LRdeosell �Rsencpeoscp

LRsen 2cp LRcos2 <P _ (LRsen1)coscp)2
Tarnbien se pu de encontrar la posici6n de C valiendose de la propiedad de

que una rotaci6n con ese centro produce reacciones cuya resultante es nula, 1

efecto, segun . cuaciones del N. 0 2S

(
�Rdcos(t = 0

J;Rdsena = 0
Ecuaci6n 19)

reemplazando «de» por su valor � cos 1> + 17sen 1> - d y considerando que

a = 1800 - (900 -cD) = 900 + cD

tenemos

.....R (�cos cP+ 17 sen cD - d) (- serrf = 0

lR(� cos 1)+ 17 sen ell - d) (+ sene = 0

Ecuaci6n 17) l ��Rsen cP cos cD + 17�Rsen2 cP - �Rclsen 1> = 0

�LR 0 21> + 7)lR en cP cos <I:> - LRdcos <I:> = 0

Hemos obtenido do ecuaciones identicas a las 17) Entonces:

El centro ekistico C tiene las propiedades correlatioas de poseer el minima mo

menta de mercia polar y que un giro alrededor de 6l produce solo un torque en el con

junto de las Juerzas de ligazon causada por las dejormaciones de los elementos que

soperton el tablero ,

"

27. Sea He la Iuerza cuya linea de a cion une al centro «a" de accioncs
sisrnicas con el cen tro elastico � C». Todos los puntos del tablero se desplazaran
paralelamente en una distancia j.. Llamemos A el angulo que hara el movirniento
con la direcci6n de In Iuerza.

, l.J.."
'0 F ct.

'> c.0

.

</' I� He.

�; \j
/

-1 \J.6,
).

A
,

')(
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EI movimi nto de R en dircccion de R sera ..1 co (a + A) Y la Iuerza que

producira en R yen In direcci6n de R sera

F = - E� cos (0. + A) R

Proyectando c ta Iucrza para lela y normalmentc ') He

Fco a. = - E� R .os (a + A) cosc
Fsen« = - E� Rcos (a + A) ena

plicando esras relacicnes a los eJemenlo R, obtenemos

Ecua i6n 20) He = - E � � R os (a + A) co a

o = � Rcos ('1 + A) sen«

rcernplazando cos (a + A) por co aCOSA - senesenx en la e, uncia ecuacion y

despejando Ia funci6n A

Ecuaci6n 21)
�Rsen:! cos '"

28. Tornando como rcfercncia la linea a Y moviendo H sobrc podemos
encontrar Ia posici6n de H que hace que el rnovimiento del tablero ten ala misrna
direccion que Ia Iuerza. Sea e e e angulo : cntonces A = 0 )' el angulo que hace
la Iuerza F con In n ueva posicion R C011 respecto a H sera a + 0 en vez de a

tgA = 0 �R en (a + (1) cos (a + (1)
�R en 2(0. + fJ) = 0

=0

despejando 2 0 tencrnos

Ecuaci6n 22) tg20 -

�Rsen2a

�Rcos2a

relaci6n quc cia los va lores 0 y
-;;

+ 0
2

que correspondcn a los ejes prinr-ipales de la elipsc de cla ticidad del i terna ,

,

N6tese que para obtcnerlos hay que sacar la Iuerza del punto <a> que e elorigen
de ella.

29. La ecuaci6n 21) nos cia la direccion del de plazarniento )" en onseCUE'I1-

cia, la direcci6n de 1a lin a de centres de rotacion que necesariamente e normal al

mo imiento del tablcro.
Sabernos (N." 23) que Ia linea 0 - 0 quedara rna alia. de C re pc to a l

entre «a» de las Iucrzas de inercia. La distancia h, de «a" la obtcnernos aplicando
en 0 - 0 una Iuerza un itaria. C01110 e ta fuerza corta todos los po iblc centres

de g iros orrespondien te a las Iuerzas de inercia , por la ley de las ac ione red

pro as el tablero girara alrec1edor de s a> , La ecuacion 13) del N. 0 2S nos d a la
c1istancia ha
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Ecuaci6n 13 bis) ha =

�Rda co Ii'

30. .A 1 establecida la posici6n de la linea 00 se pueden obtener los puntos
0' y 0" ba es de la involuci6n (OrnO'O") = _._ 1 y tarnbien libujar el trianculo
autopolar O'aO". Tornarnos un punto cualquiera 0 sobre esa linea que 10 utiliza
rernos COIno centro de giro del sistema �. las fu rzas que provoque las proycctarc
mos sobre un sistema de ejes con centro en 0 y Ox coincidiendo con la linea 00.

Camino de R

Ecuaci6n 23) tgy =

�Rdcos a'

Por «a» s traza I;J. paralela a qp que hace tin angulo t COIl Ox

F =._ E(ed)R = _. EfRcI

�Proy F en OX = - Eeo 1:Rdco a' - Hox

1:Proy F en OY = _ Efo �Rdsena' _. Hoy
�Rdsen q.'

v

Ecuaci6n 24) Xm = U +
tgy

Conocernos asf los puntos correspondientes Om y el simetrico m' de b. in
voluci6n arrnonica (0111'0'0") = _ 1. Obtenernos el punto central de la involu
ci6n me, uniendo «a» con el centro «C» de los pesos elasticos,

31. Tocla secante trazada por un punto es clividida arrnonicamente por el

pun to, el circulo y la polar del punto.
Sean 0 y m dos puntos reciprocos de la division ann6nica de centro me; III y

m, son datos; se trata de encontrar los puntos 0' y 0" bases de In involuci6n.
Como Om es mayor que Orne (N." 24) los puntos 0' yO" son imaginaries,

C0l110 veremos a continuacion.

t

Reemplazamos el punto m pOl' el simetrico In' rcspe to al centro Inc de la in

voluci6n (N." 20). Se traza un cfrculo cualquicra que pasa por los puntos 0)' m'.
Descle me se traza 1a tangente meA al circulo Om'A; con radio meA sc marcan

los puntos 0' y 0", que son los buscados.
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.

Por definicion, rn' es el punto en que la polar de 0 corta el diarnetro de la
curva 0'AO".

De la eruacion 9 del N° 19·, tenernos:

00'

00"

m/O:
= -

111'0"

00' - Orne - R m'O' - R- rn/m,

00" - Om" + R m'O" - m/rn , + R

Orne- R R - mm., 20mc 2R
- -

\

Orne + R m/rn, + R 2R Zrn/m ,

Ecuaci6n 25)
Si referimos esta relacion ,al pun to m de la involuci6n, debcmos recrnplazar

m'rn, por -mme; entonces

R2 = - Orne. mrn ,

R es irnaginario para la involuci6n de los puntos 0, 111, 0', 0" cuando cI punto
conjugado m de 0 se cncuentra Inas lejano que cl centro me de la involuci6n

(Nos. 24 y 20). En consecuencia, el circulo correspondiente e. tarnbien imaginario
y, si recordamos que estas relaciones son de naruraleza proyectiva, etas consi
deraciones son validas para tada c6nica que pueda ser considerada como pro
yeccion de una circunferencia.

32. EI teorema que especifica que la altura del rectangulo es media pro

par ional geometrica entre los segmentos de la hipotenusa, proporciona una cons

truc i6n n1UY Iacil y que no requiere recurrir al punta simetrico m' de rn. Se traza

un semicirculo ele base Om y se levan ta en me la normal a Om. El pun toB e el

vertice recto de todos los rectarigulos cuyas hipotenusas oinciden con la linea
de los centros de giro y cuyos vertices cumplen con la relaci6n:

el' (d" = - r" (r'

IJ
/-- --

.......
,

,; , ,
/ , ,
I \
I � I, \
I \
I , \
I I

o 0' 0"

33. Si sc desea trabajar analiticarnente para deterrninar 10 puntos de 0' y
0" conocidos 0, nle Y 111 S toma 0 como punto de referencia y se designan con

csas letras us abcisas rcspectiva , considerando que d' + d" = 2me por ser me

el pun to central de la relaci6n d' (d" -
- r" (r' e obtiene Iaoilmente una ecua

cion de segundo zrado:

[2 _ 2mc . d + nle (Znlc - m) - 0

cuyas dos rakes dan los valores de d' y d"
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E uaci6n 26) d = me ± Vme (rn _ m.)

Si en vez del pun to m se trabaj ara con el simetrico m' al eual corresponde
la involuci6n arrnonica d' /d" = _ r' /r" habriamos llegado a

E uaci6n 27) d = me ± VIne (me _. m)

que nuevamen te demostraria que los puntos 0' y 0" son reales cuando me > m.

En tal caso la involuci6n es Hamada hiperb61ica y se construye geometricamente
como indicamos en el N. 0 31.

34. Hemos individualizado totalmente el triangulo auto-polar O'a O"e
indicado un procedimiento geometrico sencillo para deterrninar el centro de giro
que corresponde a cada posici6n de la fuer za H 0 viceversa. Con ella conoeemos

el comportarniento elastico de Ia estructura que corresponde a cada direcci6n del
temblor.

35. La ecuacion 10 del N.> 24 nos indica que la Iuerza que produce la rota

ci6n del tablero en una columna 0 rnuro representado por Res F = _ EEoRdooR
en que 0 es el centro instantaneo de rotaci6n que corresponde, como sabernos,
a una posici6n especifica de la fuerza sismica H. El angulo de giro E EO segun
la ecuaci6n N.> 15 del N.> 25 es E€o = Hho/�Rd& = Hhe/�.Rd�

Entonces:

Ecuaci6n 28) F=-
Hhe
--2 • RdO.R =

�Rde

HR

�Rd�
En esta ecuaci6n s610 son variables he y dOoR que son las distancias de la

fuerza sismica he al centro C del sistema elastico y do-,R que es la distancia de
centro instantaneo de rotaci6n 0, que a su vez depende de la posici6n de la fuerza

I-I, (N.o 19), ala linea de acci6n de R.
I

36. La fuerza maxima que puede presentarse para el elemento Res la que

corresponde a la posici6n de la fuerza H que hace maximo el producto he dOoR de
1a ecuaci6n 28 del parrafo anterior.

Tornemos, como ejes coordenados, la linea de los centros instantaneos de

giro y 1a normal a ella en el centro de la involucion Inc

y

Q.tu.;v)

o
rn
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La ecuacion de la recta a - m c

v

(x -- In)\' =
u-m

y la ecuacion normal Ie ella e

1

V v2 + (m - U)2 [ vx + (m-u) y -- vm ] - 0

La distancia del centro C (�, 77) ala fuerza H

he = v � + (m-u) 7'J - vm

V v2 + (m - U)2

La ecuac-i6n de la linea de acci6n del elernen to Res

x cos f) + y sen {J - dme
= 0

y la distan ia del centro instantaneo de giro 0 cuyas coordenada
b2

on - -0
m

siendo b2 Ia potencia de Ia in vol uci6n (0, m, 0', 0") = - 1 (ecuaci6n �. 0 2S del
.031) y 111 es la coordenada en que H cor ta Ia linea de centros de giros 0 0,

b2
os 0 - jme

In

b2 cos f)
( v � - Ul) + (l) - v ) b2co 0 + dme (v� - UlJ)

In

+ dme (l) - v) m

vv2 + (m - U)2

haciendo maxima esta Iuncion de la abcisa variable m y agrupando tE�rnlino
conocidos

D = b2 (v � - u») cos f)
E - b2 (n - v) cos f) + (v � - til]) arne
G = (l] - v) dme

t nernos:

a
V v2 + (In- U)2[G - �2 J-[ � + E

am=

G ]
1 2(n1-u)

+ m-
2 V v!+ (In-u)Z

•

\,2 + (rn - U )2
""'0

que conduce a 1<1. cubica complcta , e clecir, con terrnino en 1112 y 111

Ecuaci6n 29) (E + Gu)mJ - fEll - 2D + (v2 + u2) GJ m2 - 2DuI11 +

(v2 + u2) D = 0
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Esta ecuacion es de oluci6n engorrosa )" par tanto, s mcnos laborioso
proced r por tan teos en busca de la posicion de H, e decir, de m, que hac n Il1U-
ximo el valor he dOoR I

La distancia be rcpresenta a escalu 1/ Rd� el valor de giro Efc que produce
H

una posici6n specifica d la Iuerza sismica H y, en consecuencia, la mcdida di
recta de ella sobr I dibujo p rmite trazar con extrema facilidadla curva dc giros,
para cada posicion de la Iuerza (ver ]{lITI. 1). •

37. Aunque en el curso de esta exposicion hernos evitado en 10 posiblc rc-
,

ferirnos a los triangulos autopolares cle las c6nicas, para ajustarnos al lenguaje
rnatematico no nos ha quedado otro recurso que dejar constancia de las propie
dade polares de los puntos involutivo con iderados. En todo ello homo supue to

que el lector esta Iamiliarizado con estos aspecto cle la Ceometria Moderna.
Hernos visto a traves de los Nos. 19,23,31 y 34 que cada verti e del trian

gulo autopolar O'aO" es el polo del lade opuesto que a su vez es la polar de e c

vertice. Hernos esclarecido en el N." 31 que es imaginaria la conica fundamental

cuyo centro coincide con el centro elastico C y a la cual pertenece el triangulo
autopolar formado por tres pares de centres instantaneos de giros y Iuerzas co

rrespondientes. A la vez hemos indicado que el empleo de los pUIltOS simetricos

respecto al punto central me de las involuciones arm6nicas pennite obtener una

conica real en que la polaridad de los vertices del triangulo respecto a sus lados

opuestos guardan entre sl la relaci6n de polos y antipolares, 0 bien de polares y

antipolos.

38. Sabemos que una c6nica

Ax2 + By2 + 2Cx'y + 2Ex + 2 Fy + G = 0
A B

qucda definida por cinco condiciones que corresponden a pararnetro G' G

Un triangulo autopolar proporciona tres condiciones y conocer la posicion del
centro de la c6nica equivale a conocer un polo y su polar -la recta al infinito
es decir, proporciona las dos condiciones que fal tan.

Partiendo del triangulo autopolar y del punto central de la c6nica, esto puede
obtenerse por medios analiticos 0 geometricos cono idos. En 10 que sigue usarcmos

por su sencillez el metodo geometrico,
�

Necesitamos dibujar la elipse de elasticidad s610 en los casos en Que obrcn
otras fuerzas sismicas exteriores al edificio, 0 bien, cuando haya que considerar
estructuras 0 grupos de estructuras unidas superiorrnente por arnarras 0 tableros.
"Para tales casos, los centres instantaneos de giros debicIos a estas accioncs ex

ternas son los antipolos respecto a las lineas de acci6n de las fuerzas de ligazon
dc ambas estructuras, respe to a sus rcspectivas elipses cIe elasticidad. Estos casos

especiales pueden resolverse con Iacilidad aplicando los misrnos proc dimientos
usados para el calculo de puentes de arcos multiples sobre cepas altas y elasticas.

39. Scan DE y FG las posiciones de los dos ejes principales de la Elipse de
Elasticidad (N." 29). Considerando el eje DE observarnos que las antipolares
de cada uno de sus puntos es paralela al eje conjugado GF de DE. Recordando
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que D es un punto de la recta O'a antipolar de 0" y que el polo 0" e el centre del

haz de rc las en que cada una e ant ipolar de un pun to de O'a.

La antipolar de D debe ser paralela a GF y pasar por 0". E ta antipolar
O"E corta el eje principal DE en un punto E que con D forma un par de punto

conjugados y enyo centro involutivo cs C.
Encontrar los puntas 0'1 y 0"1 bases de la involuci6n arrnonica sobre la linea

DE es un problema ya familiar -ver N.> 33-. Por definicion 10 punto 0'1 y

01/1 son las inter ecciones de In c6nica on la secantc DE uando e ta ecante

coincide on uno de los ejes principales O'le y 0"1 serni-ejes de ella.

40. EI istema de calculo que herno desarrollado perrnite resolver las oli
citaciones maxirnas de cada p6rtico que pueda produ ir re onan ia cntr el edi
ficio y el pertodo propio del terrene de Iundacion I efecto, un temblor de carac

ted tica ondu latoria si no oidal, ca 0 frecuen te en territorio pianos formado

por capas sedimentarias uniforrnes y grue as, provocara un movimiento forzado
scbre el cdificio que i sc man! iene por un tiernpo apreciable -medio minuto 0

mas- provocara soli itaciones rnuy superiore a la que corr pond a la de ac -

leraci6n sismica.
Cono emos cl .entro de rotacion que corresponde a cada direccion del tern

blor y como la po i i6n de - e centro 610 depende de u direcciou, el caracter
de rev rsi6n ondulatoria de la: fuerzas sismicas en nada al tera la po ici6n del
centro de rotaci6n.

Lo movimien tos de la cstructura rorre ponden a una vibracion forzada a -

tuando sobre un uerpo cia tico de un grade de Iiber tad, enreramen t imilar a

los sismo rafos de masas pendulares. on conocidos cl movimiento ondulator io

s licitant en direcci6n, arnplitud y periodo, el centro de rotacion, Ia ma a 0 -

ilante y la constante torsional d In e tructura que corre ponde a e-c centro d

giro. Tarnbien se puede inclu ir el factor de arnortiguarni nto de acuerdo con el

material del eclificio.
Las solucion s maternatica de 10 problemas qu resultan de un 61ido

que os ila on un grade de libertad han ido establecidas en todos los a pectos y

figuran en los textos sobre vibraciones y en c Iguno de i mologia en el capitu 10

1 instrumentos. ellos rernito al lector.



22 Anales del Instituto de lngenieros de Chile NQ 43

41. Se ha aplicado la teoria de centros de giros desarrollada en los mrmeros

anteriores, al calculo antisismico de un edificio de tres pisos que forma I ar te de
una E taci6n de Servicio para Carniones cuyas fachadashacen angulos de 60 y 120°.
La zona del primer piso es sostenida por rnuros inclinados 1200 y por un sistema
de p6rticos sobre columnae, paralelos a las fachadas. Los dos pisos superiores
cienen una planta de 131 metros cuadrados, parcialmente en voladizo, uyos

pesos, incluyendo techurnbre y sobrecarga, alcanza a 400 toneladas: las fuerzas
sismicas se estimaron en 40 toneladas. La posici6n del centro «a» de las fuerzas
de inercia y la caracteristicas del edificio aparecen en el Plano 96-1, anexo.

42. Se ini i6 el calculo estableciendo los valores individuales «R» de cada
uno de los muros y p6rticos. Estos valores se calcularon considerando: a) La forma
de las piezas y sus armaduras especiales para soportar las acciones de corte, repre-
entadas pori s coeficientes e" y e' respectivamente ; b) Las deforrnaciones com

binadas de fIexi6n y de corte mediante el calculo de los valores «�o»; c) Con los
valores eta, etb, �aa ,�ab, � bl» se consideraron las zonas de rigidez infin ita de los
cruces de vigas y columnas: d) Con las constantes de nudos «ra, rb, ..

» se estable
cieron las rend ien tes que toman las elasticas de los p6rticos delorrnadas pOl' las
fuerzas horizontales: e) Con estes se calcularon los valores de las Iuerzas que co

rresponden a una pendiente unitaria, y f) De alli se obtuvieron los valores «R».
Para los muros se usaron formulas dcducidas de la teorfa de los grados de

empotrarnien to que perrniten obtener mas Iacilmente los valores de «R» consi
derando los efectos del corte y de los nudos y tarnbien las deforrna iones del te
rreno de fundaci6n que, para estos casos, tienen un valor relativo preponderarite.

En la pagina 27 aparecen 10 diagrarnas que resumen los resultados de estos

calculos prelirninares. Todas las operaciones nurnericas se hi ieron con regia de
calculo.

43. A continuaci6n se obtuvieron las coordenadas � Y 'Y/ del centro elastico
«c» aplicando la ecuaci6n 18 del .0 26; enseguida se verific6 la exactitud del
calculo haciendo girar la estructura alrededor de <c> al aplicar un torque de un

metro-tonelada. Se registraron errores de 3 y 5 kgs. en las proyecciones de las
fuerzas sobre dos ejes ortogonales,

Aplicando al centro elastico «c» la fuerza He desde el punto «a» se produjo
la traslaci6n paralela del tablero superior. Se obtuvo tina desviaci6n angular del
rnovimiento tJ. respecto a la fuerza He de 470,44' aplicanclo la ecuaci6n 21 del
1\.027 y a continuacion se verifico que las fuerzas inclividuales ausadas por esa

traslacion paralela producian una resultante opuesta y coincidente on la fuerza
He. La componente normal a esa fuerza, que debi6 ser nula, result6 con un error

de s610 2.9 por mil. El desplazamiento real de la estructura fue de 0,664 milime
tros.

En la pagina 31 se obtuvo la distancia del lugar geornetri 0 de los centros

instantaneos de giros al centro "a» de acciones sfsmicas, aplicando la ecuaci6n
13 bis del N. 0 25. Se verific6 eI calculo mediante la componente normal a la
recta 00 que result6 nula hasta la cuarta cifra decimal. Con la ecuaci6n 16 del
N.o 25 se verifico la exactitud de las f6rmulas que relacionan el memento de
inercia polar de «a» con el de «c>: el error Iue de 0,785%. Tarnbien se veri fica
ron los giros de los puntos me y c resultando iguales dentro de un error de

O,\()5o/r:.
Se deterrninaron las direcciones de los ejes principales de la Elipse de Elas-
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ticidad del sistema que resultaron exactamen te coincidentes con 10 obtenidos
por medios geornetricos.

Para obtener un par de puntos conj ugados se tom6 sobre la re ta 00 un

centro de giro arbitrario "0» ubi ado a 15.09 m. ala derecha del centro involuti
vo me. se obtuvo el correspondiente In de 0 a -2.72 metros Geometries y anali
ticamente se determinaron las abcisa de los puntos 0' yO'" del triangulo auto

polar O'aO".

5,bO
•

D
e' = 1

L = 25I
h = 2.0

e" --;: 1

L /h - 1.25

(L/h)2 = 1.56

�I

�o =

4.5

4.56
= -1.0

2.0 0

aa = ab =0.5 - 0.4 Z,Q(J25

(
2.0 ) 2.0

{3"" = 0.4 1 + + 0.5 -- - 1.12
2.5 2.5

I = 0200 rns

I{ = 0200/2.50 = 0080 m3

A = 0.30 x 2.00 = 0.60 m?

e' = 1 e" = 1 L = 1.60 h = 2.00

L/h - 1.6/2.00 = 0.8 (L/h)2 = 0.64

4.5

•

1:.

t.ao 1.1iI0

�o - -

3 + 0.64

Ua - ab - ( 1

1.23

1.23 ) ( 1
2.0

+ 1.6 ) + 0.5
2.0

1.6
= 0.108

{3"" - {3BB - {3AB = 0 108 x 225 + 0625 - 0.868

I -

0.30 . 2.03

12
- 0.200

I{ = 0.200/1.60 = 0.125

0.080 (1+1.12+1.12) - 0.125 x 0868,),,, - 0.080 x 1.1201'A

0.080 ( 1 + 1.12) + 0.125 . ( 1 + 0.868)
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0.598 'YA = 0.259 'Y A
= 0.434

'01: no = 3 + 1.56 = 4.56

0.60
((2.50+ 2.00) 0.434+ (2.5 + 2.00) 0.434 - 2 X 5.50] -

A x 2.5 x 4.56

- - 0.0934

HI
_ _ 0.0934 _

HI L p

1 2E Ii p2E Ii P

Lp

HI = - 0.0934 x 2 Ezp /4.00 = -- 0.0467 Etlp

R = 0.0467

2 R = - 0.0934

e' = e" = 1 [' = £11 = 1 00 (ernp)

L = 350

h = 060

L l-I 0.36
- 5.83

Ell
-

h (3+34) 3.5

(
L

)2 0.0098
= 34 R -

h
-

3.50

A = 0.602 = 0.36 m?

0.0098
-

3.5

0.0028

•

Condiciones: articulado arriba [' = 0
semi emp. abajo I" = O.S

R
A 1

-

e' Dc

(
L

.)
2

L
3 +

e" Bc h

e' = e
"
= 1 A = 0.30 x 4.70 = 1.41 In2
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(
L/h � 1.38

L = 6.50

(L/h)2 = 1.91

De 3 + [' + [" - ['[" De 3.5
- - - 7

B f' + [" + 2 ['f" Be 0.5

1.41 1
R = - 0.0133

6.50 3 + 1 x 7 x 1.91

Col 1I 111 , [' = (" = 1 e' = e" = 1
•

L 2.50

(
L )2-

- 3.57 - 12.70
h 0.70 h

A = 030 x 0.70 = 0.211n2

0.21 1
R= - 0.00536

2.50 3 + 12.70

R del onj un to : 00133 + 0.0054 = 0.0187
L = 4.50 e' = 1 e" = 2

I =

0.30 X 2.403

12
+ 2 x 0.40 x 0.30 x 1.202 - 0.691 111'

'0�100� ----------------------

��--�
qJO .JO

(' = 0.00
I" = 0.50

De

Be

3 + 0.00 + 0.50 - 0.00 3.50
= -

0.00 + 0.50 + 2 x 0.00 0.50
- 7

.\c - 0.30 x 240 = 072 1112

Re

,

0.72

4.50

1 - 0.0102

3 +
1

2 (
4.50 )2x 7 x

2.40

7.30
t-- -

()

�

.J:_j1J

OjO

07IJ
$'90
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L = 5.90 Ljh = 6.56 e' = 1.00
h = 0.90 (L jh)2 = 43.0 "

= 1.85

4.5 4.5
�o =

1
-

26.3
3 + . x 43.0

1.85 :

�o = 0.171

( 1 + 0.70) + 1 0.70
Cla - Ilb = (1 - 0.171) - 0.986

5.90 2 5.90

f3aa = f3bb = f3ab = 0.986 x 1.119 + 0.059 = 1.162

0.30 x 0.903
I = 1.85 = 0.0337

12

/).60

I

- 460

K =

0.0337

5.90
- 0.00571

L = 4.60
h = 0.70

L/h = 6.57

(L/h)2 = 43.2
e' = 1.00 e" = 1.00
�o = 4.5/(3 + 43.2) = 0.0974

-

0.097

eta ;= (1 - 0.097) (1 + 1.20) +
4.60

1

2

1.20

4.60
- 1.269

f3aa = 1.269 x 1.261 + 0.131 = 1.733

{jab = 1.269

A = 0.70 x 0.30 = 0.210
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I -

0.30 X 0.703

12

0.00858

- 0.00858

I{ =

4.60
- 0.00136

7]0 - 46.2

0.00186

Yb = 1.48

(1 + 1,733 + 1.269) - 0.00186 X 1. 269 X 1.48 - 0.00571
'fa -

0.00186 (1 + 1.733) + 0.0'0571

X 1.162 X "fa

(1 + 1.162)
"fa = 0.164

0.210

[H -

4 X 4.60 X 46.2 (4.60+1.20)

E p

4.60

0.164+4.60 X 1.48-2 X 5.20J = - 0.000653

!-1 = 0.000653 X 2 2HJ = 0.000568 E � P = RE Ll P

e calculo con R = 0.00035 porque la columna se dejo de 0.60 m. en vez

de 070 111.

POI' cornodidad para los calculos sc arupliaron 1.000 vece los R

R •
o.OJ3� R,0.00t?8 J; .. 000<'8

•

�. tJ.OoZ'8 !{ • a /}O?8

r:. R , J9.0 l.8
'_--�------_'--------�r---------7�

2.&

tR:fS.B
C 10.2 <.8 2.8 LJ

»
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Ecuaci6n 18, N.o 26

I
l
I.
1
I

Rco;;!IR d <I> sen <P cos <1) I Rdscn (1) Rdcos <1? Rsen <1? cos <1? Rsen" <1?
I ------

--_----

1.000

.

0.00099.0 0.00 90° 0.000 0.000 0.000 0.000 99.0

0.00015.8 6.00 90° 1.000 0.000 94.800 0.000 0.000 15.8

14.00018.7 0.00 - 300 - 0.500 0.866 0.000 0.000 - 8.0900 4.673

0.2620.35 1. 73 + 1500 + 0.500 -. 0.866 0.303
-

- 0.524 - 0.1514 0.0875

0.2620.35 5.30 + 1500 + 0.500 - 0.866 0.928 - 1.605 - 0.1514 0.0875

0.2&20.35 8.90 + 1500 + 0.500 - 0.866 1. 557 - 2.698 - 0.1514 0.0875

0.2620.35 12.50 + 150° + 0.500 - 0.866 2.187 - 3.784 - 0.1514 0.0875
-------

-

15.0-18 I 99.775 - 8.611 8.6956 119.8230
-

'Y
c_

�-
- 16-1

-

1727�
= -0.0951

(-8.611)119.82-99.775 (-8.6956

119.82x15.0-18 - 8.6962

99.775x15.0-18-(-8.611) x (-8.6956)

------------���,-�--�_

1-127.1

1727.7
= - 0.825

A

1)-



Duuimico: de las «cczones sismicas 29

Ecuaci6n 19, N.o 26

R d R d2 CI. sen a: cos C7. Rd en a Rdcos a:
-----

99.0 0.825 67.3 0° 0' 0.000 1.000 0.000 + 81. 65
15.8 5.175 42.1.6 000' 0.000 1.000 0.000 - 81. 70
8.7 0.33 2.0 120" 0' 0.866 - 0.500 + 5.3-1 + 3.08
0.35 1. 40 0.7 1200 0' 0.866 - O. -00 - 0.42 - 0.24
0.35 5.00 8.7 1200 0' 0.866 - O. -00 - 1. 51 - 0.87
0.35 8.60 30.1 120° 0' 0.866 - 0.500 - :l. 61 - 1. 50
0.35 12.20 52.2 1200 0' 0.866 - O. -00 - 3.70 - 2.13

584.6 - 2.90 - 1. 71
--

Para M = 1 rnton

1
E€l' = -- = 0.00171.

584.6

Los errores resultan: 2.90 x 0.00171 = 0.00-196
1. 71 x 0.00171 = 0.00293

5 kg Zmton
3 kg/mton

c ( 0.095l;0.82S).

c.

A

x.

tga: =

3.750 0.825

6.000 + 0.0951

860 21'

sen Cl = 0.998

2.925

5.905
- - 0.4953

Cl = 26021'

s n Cl = 0.444

os Cl = 0.896

en Cl cos a = 0.398

en" Cl = 0.197

cos Cl = 0.064

s n Cl co Cl = 0.064

sen? Cl = 0.996

Ecuaci6n 21, N.o 27

sen" C7. R en a cos a Rscn a cos a: R cn2 a

0.197 II·+. 8 0.398 45.69 22.6
0.996 20. I 0.064 1. 29 20.02

46.98 4_.6-
-

46.98
tg), - ---- - 1. 100

42.65
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Ecuaci6n 20, N.o 27

Angulos {3 (� con Rs)

Ejes AB v D: 260 21'
47044'
---

Q

74°50'

cos {3 = 0,2743 ...

A

Ejes BC: 1190 60'
-740 OS'

450 55'

cos {3 = 0.6951

EjeAByCD:�R - 114.8
sen ex = 0.444
cos B = 0.2743

14.00

Dif. 0,4/140 :x: 0.0029
EI desplazamiento para He = 40 ton.

Eje BC::ER = 20.1
sen ex = 0.998
cos � = 0.696

13.961

R cos a:

0'.896
0.064

114,8
20.1

40ton

• - 0.0274
= - 664 x 10.6 = 0.664 m/m,� -

cos �

- 27,4

Rcos ex cos 0

0,�748
0.7953

-28'.3
+ 0.89

2.2 x 100

Ecuaci6n 13 bls, N.D 25

< OO-BA < OO-BC

260 21' 15°55'
180 .1200 �O'
47044' -----

90 135055'
--- 1790 60'

- 3440 OS' -------

3590 60' 440 05'
.

sena' = 0.6957
,
= 150 55' COSa' = 0.7183a

sena' = O. 2743
cose: = 0.9616
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R dl Rd2a en CI. Rdasen ei cos CI.' Rda cos CI.
,

_-----

99.0 3.75 1. 392. 2 0.27"* _ 101. 7 0.962 .
- 357

15.8 2.25 80.0 0.274 + 9.7 0.962 + 34.2
18.7 7.08 936 0 0.696 + 92.2 0.718 - 95.1
0.35 5.35 10.0 0.696 + 1.3 0.718 - 1.3
0.35 1. 75 1.1 0.696 + 0.4 0.718 - 0.4
0.3S 1. 82 1.2 0.696 - 0.4 0.718 + 0.5
0.35 5 44 10.2 0.696 - 1.5 0.718 + 1.4

2.430,7 0.0 - 417.7

2.430,7
ha = - 5.818 m Error cornp. normal: 0.000

417.7

Rotaci6n en me

R d Rd2 en CI. Rd ell CI. cos <>- ! Rdco "
------

99.0 0.10 1.0 0.27"* - 2.7 0.962 - 9.5
15.8 6.10 587.4 0.274 - 26.4 0.962 - 92.7
18.7 1.57 46.1 0.696 + 20.4 0.718 - 21.1
0.35 3.30 3.8 0.696 + 0.8 0.718 - 0.8
0.35 6.90 16.6 0.696 + 1.7 0.718 - 1.7
0.35 1V.50 38.5 0.696 + 2.5 0.718 - 2.6
0.35 14.10 69.3 0.696 + 3.4 0.718 - 3.5

I 762.7 - 0.3 - 131. 9
------

Ecuaci6n 13) 762.7
ha - - 5.82 (5.82) Error 0.00

131.9

Ecuaci6n 16) 5.82
X 584.6 = 769 cn vez de 763

4.42

6/763 = 0.785 %
Giro en me

Ecuaci6n 14) 40 x 5.818
EEme -

-
- 0.3051

762.7

Ecuaci6n 15)

Giro en C Eee -

40 (5.818 - 1.40)

584.6
== - 0.3065

dif. 0.0014 0.046 0

Error en 1.00 : - 0.3051 x 0.3 _ 0.09lton/ 40ton. = 2.3 kg/ton.

Ecuaci6n 22, N.o 28

Ejes principales

AB y CD l:R = 114.8
" = 26° 21'

2 CI. = 52° 42'

BC l:R = 20.1
,,= 86° 21'

2C1. = 172°42'
+ 179°60'
+ 1720 42'

70 18'
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en 2 a = 0.7955
co 2 a = 0.6060

sen 2 a = 0.1 271
o 2 a = - 0.9919

R >Scn 20: Rscn 2 C( co 2 0: Rcos 2 0:
-------------- ------- -------

114.8 0.796 91.40 0.606 69.6
20.1 0.127 �.6 - 0.992 - 19 9

+ 94.0 + 49.7

tg 2 0 -

94.0

49.7
- 1.890 2 0 - 620 7' 310 03' 30"

tg 31003' 30" = 0.6023

Par conjugado 0 - In

AB y CD a' = 150 55'
sen a' = 0.274
cos a' = 0.962

BC a' = 440 OS'
sen a' = 0.696
os a = 0.718

R d Rd2 sen 0:
r Rdsen 0:' cos (7,' Rdcos (7,'

99.0 4.22 1. 763 0.274 - 114.5 0.962 + 401. 9
15.8 10.22 1.651 0.274 - 44.2 0.962 + 155.3
18.7 8.91 1.483 0.696 - 116.0 0.718 - 119.6
0.35 7.20 18.1 0.696 - 1.7 0.718 - 1.8
0.35 3.60 4.5 0.696 - 0.9 0.718 - 0.9
0-.35 0.00 0.0 0.696 0.0 0.718 0.0
0.35 3.60 4.5 0.696 + 0.9 0.718 + 0.9

------

4.924,1 - 276.4 + 435.8
------

276.4 5.818
tgy - = - 0.63+2 Xm - + 8.64 + - + 17.81

435.8 0.634

( + 8.68
Orne - 15.09 d - + 15.09 ± V J5.09 (17.81 - 15.09) -

! + 21.50

me m - 2.72
Om 17.81

Veriflcacl6n ecuacl6n 14 y 16, N.o 25

I:Rd� - 584.6 ho = 9.54 m he 1.10 m

9.54
I:Rd! - 584.6 - 5070 m- en vez de 4924.1 0.9%0

1.10



ell ,,1 ,

([" r'

(JI r
If

----
-
----

elll-d' r'l-r'

ell = + (d" - ell)
12.1)1

•

Ee - 0.443

99
15.8
13.7
0.35
0.3.1
0.35
0.35

•
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- - -- - _-_- - --- _;;_====--- :..:=:::......:=--=---===

Estudio so l ici ta c lon maxlma de porticos AD

r/

r" - r
'

Verifica cio n para II en 10 m
/

..

Segun datos de pagina 34.

i 00 +- 43.9 ton

5.00 35.1 8.8 t x O. 28-1 + 2
-

-->
-

4.40 /' 36.6
6.12 0.95
9. i2 1. SO 41.75 x 0 970 = -41.5

13.32 2.06
16.92 2.63

- 39.0 l'll vcz de �() 1011'

,

•

I
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