
DARIO SANCHEZ VICKERS

INOENIERO CONSULTO�

Ecuaciones de deformaciones combinadas de
Corte y Flexion para calculo de Estructuras

INTRODUCCION

Los ingenieros disponemos de una tecnica de calculo basada en las deforma

oones causadas por la flexion. Esa tecnica, que con justicia puede estimarse muy

completa, corresponde a tipos esbeltos de elementos estructurales, tales como los

que encontramos en las columnas y vigas de construcciones metalicas 0 bien en

oormig6n armado para edificios industriales que sirven de cubierta a espacios
medianos 0 grandes. Sin duda que para estos son suficientemente exactas las for
mulas de "Slope Deflection" y sus sistemas derivados tales como el metodo de
Cross, el de los grades de empotramiento y otros.

Pero es bien distinto el caso general del edificio pesado, como el de oficinas y
departamentos. Las fuerzas horizon tales que para ellos hay que considerar por
la acci6n de los temblores son mucho mayores en relacion a sus elementos res is
(entes disponibles. En tal caso, hay que aprovechar los rnuros, las fachadas y los
pilastrones que puedan colocarse sin perjuicio del disefio arquitectonico. Todos
ecs elementos deben ser aproevchados para dade rigidez al edificio; su calculo con

las f6rmulas que s610 ternan en cuenta las deformaciones de flexion, no son apli.
cables sin corneter errores importantes,

Otro aspeeto que salta a la vista del disefiador de horrnigon armado es el de
no despreciar la importancia de los nudos rigidos que se forman en las cruces de

�gas y columnas. En realidad, disponemos de abacos que dan las rigideces y

Carryover de vigas de rigidez infinita en las zonas extremas de ellos. Sin embar

go, he querido ampliar el estudio y obtener las formulas pertinentes que toman

en cuenta la indeformabilidad de los nudes.
El cilculo de la accion de las flechas y deformaciones causadas por el corte

es tan antiguo como las equivalentes de tlexion puraj pero hasta ahora no se

dispone de un conjunto de f6rmulas generales y un metodo de calculo que incluya
la accion combinada de ambas deforrnaciones, salvo aplicaciones muy especiales
tales como las indicadas en la obra de Evans, copiada en un Boletin de la Por
tland Cement Asoe. y un estudio publicado par Floris en la Revista Beton Eisen
en 1939,

Como muehos de mis colegas, he sentido la necesidad de disponer de un con

�nto de f6rmulas completas de deforrnaciones. Atendiendo a este : apremio he
desarrollado las eeuaciones generales de "Slope Deflection" que sirven de base a

"

'�n £rocedimiento de Clikulo que tendre eL agrado de exponer a Uds. en una se-,

�,-�j,Q tercera conferencia que podra celebrarse dentro de algunos meses,
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PRIMERA PARTE
•

ECUACIONES DE "SLOPE DEFLECTION" CONSIDERANDO
LAS DEFORMACIONES DE CORTE

La deformaci6n que la fuerza de corte produce en una viga COb apoyos a nivel
y sin cargas en el tramo, tiende a disminuir los momentos que producen los giros
de la elastica en los apoyos. Su acci6n en las ecuaciones de deformaci6n es equiva,
lente a que el apoyo derecho fbl baje cuando los giros de las caras jaj y fbi son

.
-

- -

•

positivos.
El corte originado en la viga que gira Os y Ob en sus extremos respectivos,

vale b E K (as + ab) pero al deformarse el corte se producen desligamientos de
. 3 L 6EK

sus fibras que valen be = +
A E

X Corte. Cotno ahora el corte ==

L

(a. + ab _
2�c) tendremos:

/
L

fig. 1

1)
3L

6EK(be -

AE
X

L O. +
•

y despegando
2)

Introduciendo este valor de be en la ecuaci6n de "Slope Deflection":

3) M.. = 2 E K [(2 - A L 5:�6 K) Oa + (1 - A L 5: I�6 K) 9.]
que puede escribirse como sigue:

[A L + 9 K A L - 18 K ]4) M.b = 2 E K 2
A L + 36 K

• Oa +
A L + 36 K

. 8b

Apllcaci6n de la f6rmula 3):
I
L -

A c;;:

0,0333 m"
2,00 m.

O�33 m2
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54 X 0,033 1,8

- 0,712
1,32 + 1,2

M.b = 2 E' K [ (2 - 0,712) 0. + (1 - 0,712) Ob]
:a: 2 E K (1,29 O. + 0,29 Ob)

" to

Esta relaci6n demuestra la ventaja de considerar las de
formaciones de corte al usar el Metodo de Cross, pues la acci6n
del giro de la cara lejana es reducida por la deformabilidad
al corte de la viga -en este caso, el coeficiente de Ob en vez

de ser uno se redujo a" 0,29-. El coeficiente de traspaso
pas6 de 1/2 a 0,29/1,2<} = 0,225, para este caso.

Introduciendo las relaciones

L...J__
l I

�J�

A - e' bd

I /I bdl
- e

12

5)

.---\"' j

\

� ,

e' y e" se pueden definir como sigue:

e' es el factor par el cual hay quemultiplicar el ancho del
nervio por la altura de la pieza para obtener la secci6n rec.

tangular que de una deformaci6n al corte equivalente al de
la pieza considerada.

e" es el factor por el cual hay que multiplicar el me
mento de irrercia proporcionado par la secci6n rectangular
cuyo ancho y altura sea igual al ancho del nervio y a la al
tura de la pieza considerada, para obtener el momento de
inercia equivalente.

Los factotes e' y e" relacionan el ancho del nervio y
a) las formas y armaduras de la viga; b) la distribuci6n

d

I
,.. .,

b

altura de la pieza con:

de las fatigas internas.

Introduciendo e' y e" se obtiene:

N6tese que a medida que crece la relaci6n � tiende a desaparecer el terrnino

4,5

,

que representa la influencia de la deformaci6n al corte.

Los coeficientes e' y e" pueden calcularse facilmente. e" puede tornarse de Ja

tablas que aparecen en diversos textos.
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•

En caso de piezas fuerternen te armadas a la
flexi6n el valor de e" se calculara empJeando Ja
secci6n "hornogenizada".

Consideremos, ahora, que la viga tiene sus

extremos fijos en los angulos ea Y eb y someta,
rnosla a un desplazamiento de los apoyos Ii. Se

[Mab]A Y [Mba] A cuyos valores seran

•

1- ....--------------"1r-------------- ---

I
o.JO J I

l J I
------------1r------- :.tI

--0,90

I
I

--'---..f

,-id. 4

originan nuevos momentos

Ejemplo: Columna de 0.30 X 0.90 m. ar

mada con doble ma1la de fierros de 5/8/1 a 45°)
a 0.16.

Secci6n armadura:

( )
Efle.

2 X 2 X 4 5/8 X cos 450 X 15 - 1
Eoorle

2 X 8 X 1,98 X 0.707 X 14 X 104
= 0.078

0.4

Secci6n hormig6n:
0.30 X 0.90 = 0.270

0.348

e' -
0.348

0.270
- 1.30 Ene>: - Eoompreoi6a

e" = 1.

7)

llamando Ac la deformaci6n debida at esfuerzo de corte -, [H] � que sufre la vi- ,

ga por el movimiento A.

y el corte
,

12�K( �.L_[H])L,
c: +

I;:A A

.�

1
36 K

+
A L

e" ( h )2 I
= 1 + 3 -, - porque K = -

eLL
A = e' b d.

b h3
I - elf --

12
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12 E E . A e" h2 6.
= - ------� . 6. -

L3 e' L2 L

6./L·
[H]�

-

EA

!!_(!:_)2e" h
1 + 3 e"(!_)2e' L

Obteniendo casi la importante relaci6n ,

9) [H]� -

EA
L e' (L)23 + - _

e" h
I

que corresponde a la fuerza cortante que produce un desplazamienro 6. entre las
caras extremas de la viga que estan fij as respecto a rotaciones.

Reemplazando este valor de [H ] A en las ecuaciones de mementos obtendremos:

lM..). = - 6 E K � / ,,+ � � X ( Et
6 E K

-

L e" ( h )21 + 3--
e' L

o 10 que es 10 mismo, si se quiere considerar las deformaciones de corte, en vez

t de anotar 6 en la ecuaci6n de "Slope Deflection" se anotara:
I

6.

11 )
1+ 3 e"(�)2e' L

e"
Debera tomarse nota que las relaciones

e'

h
Y
L aqui aparecen invertidas

con respecto a las del resto del texto.

Para evitar el empleo de f6rmulas parecidas con relaciones invertidas, es mejor
6 E K .

Ireemplazar los valores de por su equiva ente.
L

6EK
L

- 6 E
1 A

=

"2 E

:!_(�)2e" h

1 A

2' E e' (L)2- - 1
e" h

e" ( h )2+3- -
e' L

••

'< 12)
IV_:.! !

_1 EA6.
2

1

[F LJ3 + s: (!:_)2e" h

_______,.1. <'_
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Si sobreponernos la acci6n de desnivelaci6n de apoyos a la acci6n de giros de
las caras extremas, obtendremos la ecuaci6n general de "Slope Deflection".

M•• = K [ (2 - ::5(!_), ) 2Ee. +13)
3 +

e" h

+ (1 �5(L)') 2Ee. ]3 +
e" h

1 1
_--EA6

e' (L )
22

3 + e'l h
Haciendo:

!/I. :=l 2 E 9. !fb = 2 E Ot.

4,S .!.E •

14) �o =

e' (L)2
8 = 6

9
3 + e" h

Obtenemos:

IS) M.b:= K [ (2 - Eo) 1/1. + (1 - Eo) 1/Ib] �o ,A 6 Y

16) M."

SIGNOS:

Se han designado por M.b y Mba los momentos exteriores en los extremos

�I y I b I de las vigas. Se consideran como positivos cuando acnian en el sentido
de movirniento de los punteros del reloj, Los angulos de giro 9a Y 9b Y en conse

cuencia, !/Ia y !/Ib son positivos cuando giran en el sentido de :Ios punteros del reloj.
Los desniveles 6 y, en consecuencia, los 0 son positivos cuando el eje de la pieza
lal - Ibl gira como los -punteros del reloj.

De 10 anterior se deduce que si el apoyo Ibl baja respecto a lal se originan
momentos negativos en los apoyos la I y Ib I (ecuaci6n 9) y el esfuerzo de corte

que produce ese momenta positivo del apoyo I b I es -de signa menos, al reves de la

convenci6n habitual.
Es uti! considerar el H de la f6rmula 9) como fuerza exterior aplicada en el

punto de infIexi6n de la viga 0 columna. Si ella acciona la pieza en sentido contra

rio a los punteros del reloj, resulta positiva.
Si se examina atentamente el signa del esfuerzo constante y se recuerda que

este es una acci6n "interior" se explica que por tener esta condici6n de ser fuerza

interior, eI signa de ella es contrario a la del sistema de fuerzas "exteriores" que
acnian sobre la pieza considerada. A mi juicio esta reflexi6n sirve para disipar esa

aparen te anornalia.
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_ .. ®
+A

� Mab -

•

-

ba

,
•

+
a �-------------------. 0

Si se deseara mantener la unidad de signos de la convenci6n general de mo
mentos, giros y desplazamientos habra que cambiar signos en las ecuaciones 9,
15 y 16, 10 que presenta algunos inconvenien tes .

•

. +H

ria. 6
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Sin embargo, es mas util considerar H como fuerza exterior. Entonces debera
darse signo + cuando ella acciona la pieza en sentido contrario al movimiento
de los pun teros del reloj .

. Para mayor c1aridad conviene precisar las diferencias entre los terrninos de
Ja ecuaci6n de "Slope Deflection" con y sin acciones de corte.

La ecuaci6n 13 puede escribirse:

( 6 R ) 4.5 ( ) 186/LM.I> = K 2 !fa + !ft> - T..6. - K
3 +

e' (L)'
!f. +!fl> -

3 +�(�)2< e" h e" d
I

- K ( 2 ¥. + 11> - �E,,) - 3 +�5(�)' (�. + 11> - 4 E � )
El segundo �erniino: �o K ( !fa + !fl> - 4 E �) representa la acci6n de las

deformaciones de corte.en el momenta M.I>.

,

',UD

J1.--1- 2.50
I I

",,zS'1

rit 7

Ejemp]o:
,

2'A = 0.25 m
•

e' = 1

I = 0.0207 m"

e" = I

K =
0.0207

= 0.00833
2.50

E = 2.1 X 106 ton/m2
..6. = + 1 em. = + 0.01 m.

4.5 4.5

e' (L)23 +.
e" h

3 + 1 X6.25

a. - 0.004 radianes

al> - 0.002 )

/;0 - 0.487
6LE ..6. _ 6 X 2,1 X 106 X �:�� ;:;:

- 50.4 X 103

.fa = 2 X 2.1 X 106 X 0.004 = 16,8 X 103

"'b = 8.4 X 103
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$;�'¥kR.:.t . <0.1 ""

,1.,
, -3 +3

/r"'- M�b = 8.333 X 10 (2 X 16.8 + 8.4 - 50.4) X 10-

-3 +3
- 8.333 X 10 X 0.487 (16.8 + 8.4 - 33.6) X 10

,

= - 70.00 + 34.09 = - 35.91 m/ton.

AI no incluir las deformaciones de corte se comete para este caso errores de
orden de 100%.

5; no hubiera existido el movimiento hacia abajo del apoyo derecho, l:i == 0,000,
entonces

Mab = + 349.97 - 102.27 = + 247.70 m/ton.

heroos obtenido una diferencia de 41.6% en exceso.

Si la luz libre de esa fuerza fuera 5,00 m. en vez de 2,50 obtendriamos:

-3 +3

M.b = 4.166 X 10 (2 X 16.8 + 8.4 - 25.2) X 10 -

-3 4.5
- 4.166 X 10

3 + 1 X 5� (16.8 + 8.4 - 16.6) X 103

= + 69.99 - 5.73 = 64.26 m/ton.

El error seria en este caso de 8,9% en exceso. Si no hubiese descenso de apoyos,
eI error seria de 10,8 % en exceso.

APLlCACION£S PARA VIGAS QUE ARRANCAN DE COLUMNAS ANCHAS

AI girar los cabezales y los pies de las columnas bajo la acci6n de las cargas
horizon tales, el ancho de las columnas 0 vigas, segun el caso, es de importancia.
Al afecto; el giro "'a produce un desnivel hacia abajo de la cara de la viga que vale
d, e da "'a I db db bo d' •

_,

•
= -' - yen e otro extreme - . eb = '- 1/Ib am s e sIgno ne-

2 2 2E 2 4E
gativo por cuanto cambian Ia posici6n de los arranques de las vigas moviendo su

eje en sentido con trario a la marcha de los pun teros del reloj.

I

I
b I Gb

---r
-

18
,
I

,
,

•

L db

•

t ru»
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Aplic.ando esos movimientcs a la ecuaci6n 12):

[] 1 1 1 1( ) 1
Mab = -2EA� � (L)2

= + 2 E A
4 E

da if!a + db if!b

�(L)2� 3 +
el' h 3 + 2' h

- + h A (d if; + db if!b) Y tornando en cuenta
36

a a

A e' b h
12

e' L
quedaque -

-

"
b h3

-

e" h2K
e

12 L

y la ecuaci6n hi) toma la forma

17) M., � K [< 2 - �o( 1 - � ::, 0 � �) if!a +

.

+ /1 t: (1 - ! �
.

L
• db)"" of, ] t: A �

'""
-

�o 3 e" h 11 / 't'b
-

,"0 u

18) Mba'= K [( 2 - E (1 - !.� L db)"'/!/to +< 1-� (1 - !� L
0 d')/\�l"

0

3 e" h h ,,0 3 e" h h •

- Eo A 0

19) H., � + � [< 3 - 2 Eo (1 - � ::, � 0 �a)> if!. +

(3 - 2 <,(1 - 3 ::, � �)> hJ - 2 �o � 0 Q

20) H., � + �[(3- 2<.)(,. + ,,)+�<. ::,�(�'. f. +�,.)J-n� !

I

21)

Netese que Mba es el momenta en el arranque de la viga, no es el momento

reducido a la intersecci6n de ejes de columnas con vigas.

. Llamemos cta Y ctb los terminos

4b = 1 - t: (1 _ _!_ � _!::_ 0 db),"0
3 e" h h
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enronces podemos escribir
�

Mab = K [( 1 + aa) Vta + db Vto] - to ss

22) Mbo - K '[ a" 1/1. + (1 + (tb) .pb] - �o AfJ

H.b + � [(1 + 2 a.) Vt" + (1 + 2 ab) .pb] 0
- - 2 �o A -

L

Si llarnamos 'Ya la distancia entre el punta de inflexi6n de la elastica de la viga
yel punto de arranque I a I, tenemos

23) 'Y = � = + L (1 + a,,) .p" + ab to - Eo A o/K
a Mab (1 + 2 a,,) 1/1. + (1 + 2 ab) .pb - 2 �o A o/K

24) = + L [1 - a" 1/1. + (1 + ao) 1/Ib - Eo A o/K ](1 + 2 aJ 1/1" + (1+ 2 (tb) .pb - 2 Eo A cl/K
I

Si eriste �61o desnivel entre los caras, sin giros de las caras extremas

['raJ."'.
= "'"

=

0

I

u

+ 2" L

como era de esperarlo.
A igual resultado se llega si los anchos de las columnas son iguales, para

�ros iguales de las caras I a I y I b I a .bien de los centros IAI y @l.
AI efecto:

25) L
(1 + 2 4) 1/1 - Eo A o/K L

+ .

2 «1 + 2 a) 1/1 -to A ojK>
=

2.
I

Ahora, si a = l-�o I) = 0

26) [,.] d. = dh = 0

_

r-

Si despreciamos las deforrnaciones de corte to = 0

[l] d, = db -

�o = 0

o

= L [1 _ _!_ 1/1" + 2 1/Ib] _3 t/I. + tb

L� 2 1/1". + 2 1/Ib
3 1/1. + .p..

relaci6n conocida.
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Para aplicar las ecuaciones de "Slope Deflection" al calculo de p6rtico se reo

quieren las ecuaciones de momentos y corte referidas a las intersecciones de los
ejes de las piezas -vigas y columnas- en vez de estar referidas a las caras 0 pianos
de que arrancan esas piezas.

I ,

I

, I
,
,
•
I

Ie
,

rr:. qlIB. -

•

Recordemos que Mab es el momento exterior que obra sohre e1 arranque de

la viga en la I y que hemos llamado H la fuerza exterior que actua desde C sabre
los trozos A. C. y C. B. Reemplazando los valores 22) .

•

27) MAB = Mab + H �o
,

- K [<I + a. + :i. (I + 2 a.)/ f. + <ab +

:L (I + 2 ab)> tb] - �o A 0 (1 + -t)
� K [<a. + �� (I + 2 d.)/ t. + <I + ab +

�: (I + 2 ab» fb] - to A 0 (1 + �)

28)

Y,B = Y,b L es [a hl.z libre de la riga.

Si los centros A. y B. quedan a nivel y el extremo @ eSta fijo, tendremas

29) MAD :0:: K [1 + an (1 + �) + 0,5 �] if;A

30) M»A = K [a. (1 + {) +, 0\5 �] if;A
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•
-

- - -

ria L db
CIa L

ru» ,:'-if} II

o 0
A 8

o 0
b 8

EI Sliffnes de la viga A. B. seria

1/Ib = 0

....... _r
- -

b

S = MAB a = 0 / d .

= 2 E K 1 + a.� + 2: (1 + 2 (t,,)>
d, = + 1

) E < ( da)
•

5 da)31 SAB = 2 K 1 + (ta 1 + L + 0, L
e bien

S.. • 2 E K < 2 - eo (1 1 e' L da)3 e" h L

,

a.a ( 1 +�) + 0,5 -?
-

1 + (ta ( 1 + �8) + 0,5 �&

EI coeficiente de traspaso "Carry Over".

32) C. O. =

Supongamos ahora que el extremo b sea articulado que los centros lAr y IB
le encuentren a nivel y que el punto I Bl coincida con I b I.

I) db = 0

2) o.b = 1 - �o QA h3) 0 0 . a
-

A I
-

4) Mba = K <o.a 1/1" + (2 - eo) lfb) = 0

De 4) deducimos "'" -

d \

8

rig. 12
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Reemplazando en MAb y tomando en. cuenta 2)

+ � (12L
+ 2a)-�...

2 �o

. <1 - �o + :i (3 - 2 f.»] "'A

33J [S1, = K (1 + :i.) (1 + 2 � f) 2 E

= 2 E K (1 + �i) (1 +
2 .:: �o)

Otra relaci6n importante es

34) Mab - K (1 +
2 .:: �o) . 1/1..

35) H =
Mab + 0

= � (1 + 4a).f.ab L L 2 _ ��
'Y.

Si del Sliffnes de la pieza Ab, f6rmula 39) se desprecia la acci6n de las defer

maciones de corte.

[ 5 ]�,
= .�. E K (1 + �i.)

K
== 3 E - . e.L

Se prefiri6 presentar el momento (Mab)A debido a desnivelaci6n de apoyos en

funci6n de la secc. A de Ia pieza porque presenta algunas ventajas en la distribu
ci6n de las fuerzas de corte que se desarrollan en la Parte 3 de esta publicaci6n.

Si se desea trabajar con el sistema clasico de plantear y resolver las ecuaciones

de equilibrio de virados y p6rticos, es preferible presentar esas .ecuaciones en otra

forma.

Al efecto; agregando a la ecuaci6n 6) la acci6n de desnivelaci6n de apoyos

segdn ecuaci6n (10)
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4,5 ) (e' (L)2
ea. + 1-

+"-d 3+
e

.

4,5 )�(!.)2
�

e" d

3 .6.

L

1

�o =
4,5 .f, 2 E e
e' ( L)2

i ".
= .;

3 +
e'l h

0' """ 3 E.6.

37)
6 E �

L

1 0'
-3-

L 1 -

e"( h)21 +3- -
e' L

e" (h)23- -
e' L

1 + 3 ell(�)2
=

e' L .

'
....

, .

3 +

3

)
6'

(= - 3 L 1

8'( 2) ( ) 0'
= - 3 L 1 - 3 �o = - 3 - 3 Eo L

M.b - K [(2 - �o ) it. + ( 1 - �o ) !fh - (3 - 2 �.) i ]
38)

.

M
-.

� K [( 1 - t. ) f. + ( 2 - � ) h - (3 - 2 t.) i ]
•

a, = '+ � (3 � 2 fo) (ita. +' itb - 2 i )
en que hemos Ilamado

" 39) , 8'c
1 =

L
-

2E�
L

I es la pendiente media del eje de la pieza ampliada en 2 E veces. L como siempre
� la luz libre.

Refiriendonos a la fig. la desnivelaci6n 0 movimiento

, s; - 1:::..0 + e. ;" + e, ;h
Multiplicada por 2 E

,
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Y reemplazando en la f6rmula el valor Oc = s, - �A �a _. db' �b tendremos: I

M.. � K [(2_ �o + �b (3 - 2 �o) 2di / �a + <1 - i: + (3 - 2 �o ) 2d�) �b

- (3 - 21.) �]
M.. = K [(2 - tb (1 + �) + 1.5 � / !fa ,+ <1 -

- fo (1 + �) + 1.5 � > �" - (3 - 2 '0 ) �' J
M... � K [(1 _ �o (1 + �) + 1.5 � / !fa + /2-.

- fo (1 ". �-) + 1.5 � > �b - ( 2 - 2 '0) 'i J
H.. = � [(3 _ 2 �o (1 + �) + 3 t > �8 + /3 -

40)

1\ d,
"b T

t.

rig. f5

.. _ L_� 1:1.. 1 T
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Com�ari�d2 estas ecuaciones con las 17} 21) y 22) encontramos otras expre

urlte pllr:rJos valores a y b y tambien que las expresiones de Mal. en las ecua

i'ffiie 8
.

40 son identicas, como era de esperarse,

j efecto:

( d, ) d,
a. = 1 - �o 1 + L + 1.5 L

L da
._o_

'n h

.

da da
- 1 - �o - �oL + 1,5 L

1 e'
-� -

3
100

elf

4.5 � (�)2 = 4 5 1.5
3 e" h

. +

E�
Recordando 10 que en fa ecuaci6n 22) asignamos a 0 el valor 9 y en la

tcuaci6n 38) adelante el valor 0' = 2 E A es faciJ dernostrar que

Al efecto:

to e' b h L2 _ 18 e"
b h3

(3 _12
3 + l_ (_!:_)2)e" h

4. = 1 - �o (1 + dL&) + 1,5 � = 1 - � (1 _ __!_ _:_'_ � �)L 0

3 e" h h
4J

-

"
\

2)

r

.43

,

�Jt
" '-;:'",'

e' L
--

e" h

- K ( j - 2 fo) i = - �o A E9 f:..

para fA = 1/1'8 = Q
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en que
3 +

4.5
=

e' (L)e" h

46) [ ] 12 E K ( 2)H
/:.;

= -

L2 6. 1 - 3 �o

que es identica a la eeuaci6n de la pagina 187.

9) [HJA = -
E
LA3- -e'6.-(-L-----,.)2+

e" h

Por esto podemos repetir que si se desea considerar las deformaciones debidas

a1 corte basta reemplazar el movimiento 6. por el de 6. (1 - � �o) 0 bien,
A

en sus respectivas ecuaciones.

Si aplicamos a la pieza un desplazamiento A' y no consideramos la deforms-
12 E K .

cion de corte, la fuerza requerida HA' sera: HA' = - 6.'. Si ahora
L2

dejarnos que la pieza se deforme al corte se producira un aumento de flecha t:;."
sin que haya cambio en la fuerza HA' para llegar a la £lecha final fl. Entonces

tendremos que

6. = A flex + A corte.

Estas consideraciones nos indican que si 6. es la £lecha total,

47)

+A

la flecha de flexion' es

la flecha de corte es + 6. .

2

3

la flecha total

Para una fuerza de corte negativa.

Volviendo a las ecuaciones 40) de la pag, 198, ellas pueden escribirse:

22)
I

Mob - K [( I + .. ) #. + •• 01-. - ( 3 - 2 I.) �: ]
Mob - K r.. f. + (I + ••) f. -( 3 - 2 I.) �: 1
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H.b de la form. 48) es identico al valor de la f6rmula 38) pag. 197, como era de

lterarse. Al efecto:

2 e' L d, 2 e' (L)2 da
I 2 a. = 1 + 2 - 2�o+ "3 t. e"h' 1;

= 3-2 �o + 3" to e" h L

to,mando en cuenta que

3 -2 Eo = 3 - 2
e' (L)2

-

3 + e'f h

4,5

I

(L)29 + 3;" h - 9
2 e' (L2)e' (L )2

-

3 �o e" h
3 +

e" h
-,

..

.

'

49) H.b

1 + 2 4a = (3 - 2 �o) (1 + �:)
=- �(3-2f.)[(1

entonces

0'c

38)

Si existe simetria vertical -u horizontal si se trata de vigas- introduciendo
en 49), los valores

I·
.

','

50)

en que 6'.1,) = 2 E.6." . .6.p es el desplorne por piso 0 bien valiendonos de la
f6rmuJa 38).

51) Hab = 2 �c (3 - 2 �o) (\II - �:)
Como observaci6n interesante, anotaremos que si los angulos \II = 2 E e y la

di d' o'e 2 E s; f 1 Hpen rente me ra T
=

L
ueran igua es ab serla cero. Para que este

caso limite suceda, es necesario que la columna fuera muy rigida respecto a
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las vigas de pies ycabezal. En tal caso, no existirian momentos producidos par
giros de los nudos distinros de la pendiente media de la columna y par tanto, no
existiria esfuerzo cortante producido par esos giros adicionales de la elastica de
la columna.

Tomando en cuenta que:

(1 dL·)1 + a. = 1 + 1 - �o +
d •

+ 1,5
L

( ) (d. db) 1
= 3-2�o L+T +T T

llamando L" la luz libre de la viga 0 column as y L, la distancia entre ejes de colum
nas 0 plSOS•.

52)

_l + 4. + 41> = (3 - 2 to) �:
3 - 2 to = (1 + a. + CLb) �:

) 2 E � (+ Clb
Lp

p
= 1 +

y-Ias ecuaciones 22) y 38). taman la forma

53)

Mob = K., [( I + ••),y. + •• ,y, - (I + •• + a,) i. ]
M.. - K; [(I + .,) �, + •• ,yo - (I + a. + a,) i, ]
Hab

,

le -

En vez de Hab de fa f6rmuJa 53), podriamos anotar
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Ta[l1 len podriarnos presentar las ecuaciones 35) en otra forma, poniendo:

4. (1 �. ) 1 d.
f3. = + + - -

<, 2 L.

...

�)4. (1 1 db
ttl. - + + -

2 L

= Clio (1 �) 1 d.
Fha + + -

2 L

(1 + �) 1 db
ttab - 4. + -

2 L

r 1 recordando que to A a == K (3 - 2 �o) �/p = K (1 + 4. + 41.) ip•
Q

f;'�i:·
,

� ,,)
,

,,4(11
, ...

.
..

; 3) . .a,-,

Pril;:\.". :. ..

}.
.

;:-1.
.

56)

MAB - K[(I + P.) of. + P... oh"- (1+0.+,,) (I + �) i.]
•

MBA - K[(I + Pb) ofb + P.b of.- ( (1+0'+Ob) (I + �) ..]
HAB = �(!+P.+Pb) of. +(IPb +P.b) oh-2(1+••+Ob) 2�".]

I

Ia
K =

Lc

D. S. V .
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