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Calcrelo grafieo de vigas
de momento de inercia

continuas
variable (1)

(Coriti-nuO:'i6n)
El metoda de calculo que hemos expuesto para una v iga empotrada de momen

ta de inercia variable se puede extender tambien al case de viga continua,
En 'efecto, las vigas continuas de momento de inercia constante se calculan gra

ficamente con el metodo de Ritter, vulgarmente conccido can el nombre de metoda
de los «puntas fjjos>. Este metoda es aplicable, can modificactcnes, al caso de vigas
de m�mento de-ine;'cia variable.

El metodo de Ritter se base en .el-pr-incipio de .la superposicion y en ciertas

prcpiedades de los funiculares que re

presentan la elastica de las vigas ccnti-

nuas.

A) EI principia de superposicion se

epltce descomponiendo el diagrama total

(0) de mementos (Fig. 6) que solicitan
cada tramo de una viga continua, en el

'dtagrama de mementos posittvos (a) a

sea los que solicitari cada tramo cons ide
rado como 'simplemente apoyado. y los

diagramas de momentos negatives (b) y

(c). que se generan en 1qs apoyos deb ida
aIa continuidad.de la vlga. Esta descom-

, posicion presenta lasslguientes ventajaa:
.

.

1.0) Se conoce la magnitud Y Ia linea
de aceton del peso elastfco pos it.ivo rin dx,
slendo estos elementos independientes de
los momentos en los apoyos,

2.0) Debtdo a la forma triangular de
los diagramas negaeivos, sus Hneas de ac

cion coinciden con las tr isectrices del tra

rna,' su posicion es POf 10 tanto indepen-
FIg. 6 diente de las cargas y sus magnitudes

dependen de los mementos 'incognitos de los apoyos.

1

(a)

I:m:

(1) Conttnuaclon del mim. de Mayo-junio de 1935.
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S) Las propi<dades del fumcular que Mrrt\rtctl determi�"t I';', momentos in�
rog,.jIns son [as siguientes. (Fig. 7). -.

, .."

l.e) Pasar pDT los epoyos sin sufrir t:;n",.:eI19s,::'inftexioil.·Ci (1.�ebr.adura (pues no

aiSten resulcantes de pesos elfisticos .err isq;. PUh���_
-

_ .
..

:�'�,'
..

27°) Los l�dQS,.�onti�uOS ,al'-l�do -que:�,�sa "p�h -el-apcyo ;se,;'�q,r:·�a-�� Si�_tnpre sobre
una vertical. que,r�ulta.,ser la lfnea:de, ,a'?ci6�:,:'de ,1a,resultant�"d�,lo�:,p�os' elasttcos

negatives, contlguos a dicho apoyo; dic4a Hn�',:i¢cibe 'el �ombre,,"��':Clf1tivertical.

',(.-::'"
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�-·;f .:.:,'"
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Fig.:f;
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:�::'.� �. ':" Estes _��:-',Prdpj'e'dad�' � cumpleri, ci.lalqtii�i? flue.' seael �_i���'�d:;,��'sarga�: que
,

... , ·::�.�hciten�_�la_�:"iga;·: I�i Ciis'�T1Cia: polat,.que 'se ·:ha.y,a tornado 'par:� _�r��i; ,dic�?-_lUt1-�Cu--�
�:�t�f/' ')ar -�:_f�_-C$�la_:--de-.p�,:eiastiC_o-S:-----_ _

__:----::;.: .. :.:.;/�:, : '.'
__

-c-- _,_,-_' ..__'-_-;_'_--:_-- -'::'.�.: ,:�:; {;:'.::', ,c�: _

__ _

-

·c:�·
-. �,

-.

:�, _

�3;�) .Cuandc' ,�6l,?': un .tramo _-d� Ia _ vi�� ':s,�,:, �hcuentra _c�ga��, :_:l?s.l�p,os: -d:l.funi

.......:!': ': '.:eLllar que .�e·eX1cu��tr�:',e�tre__
fae t��trit,�,,::ta�_t<> _en-�l:tt"�o---���gado',.eomo_ ��los

, ;,::�"d.esc_�r_�os, ,se cot�� 'con Ia linea de los,:,a:p?,y�_: �n pvi1t� fij:S:�:, 'que' ,s�' pUed� de-
",' ::,ter:rpinar." ,'_'" :,:,�:�_ '-:- """,,',' :' '_,'< ';',':' ",,':-

. :,:,;;, ,_' '''',:.'. :,Cu�do: "hay ..:"a(i��':::tra�os c�Fga�Os ,_l,9�:::,j�d�\�el: fur:i�ular -�tle:" s� ,:,�cue?tran,::.(::':,:,�: ,:,:" .:' �ht_re:-las tri7�ct�i�,�,:,:,:pas,aran:
_ �0r-- -l�s-_ PllQ.t��,,<f_ij()� '�ni�aU1ente�': l.'�)<:',er�r lCi� _--- tramos

if�:::�����h:l)�:�
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C6ku1o g,6.fU;o de vigas continUa..·

� -

'

Se puede demostrar que todas estas propiedades sen tambien vlilidas para el

caso de vigas de momento de mercia variable,
.

s610 que en este case los pesos eIa&;

tkos elementales son �dX en vez de ser Mdx 'ever el caso de la viga empotrada).

(Yer fig. 9).

A
e

A

Jr-
e

c

- "�) PrinciPio'dE! superposicIon apl�ca�o_al cfl$0 de y��as �ontin�$ de 1 .varfable.
1.0) En cada tramo se conoce 18 magnttud y la }lnea de accion del peso elasti""

co positivo. J.�<Ix
las que. 10 mismo que en 01 caso de vigas de I constante, son in

dependientes ,de:Jos momentos: en .los apoyos,

J2"iJsel: p�_eden, deterrninar las' Ifneas"d� aceion de, ,,�eSos_elastiCos;'negati�';
yo� .dx'

fen, la fOf!l1_a,explicada ,para .el caso de .Ia viga �mp<>trada,.1sstas Hnea�'de
a9�jqn jno cOinci�irah ,

ahora con.las trisecttic� c6rt10'en .el caso.de Ia vfga _de I cons
t#nt� _perq su - posici6n es rndependiente de las cargas y:_l� ,m��ityg de,estos vecto

res''-dep�nde_".�nj�-arnFnt�,. de.".,l�s'lTIom�tQs -irlc6gni��', q�:los _ apoY:0s;-<:
De ,pasb-'conYiene not�r, ,que, slempre 1� linea. .de '", acci6n .de l�'-pe.sbs·" eUisticos-

WsItivcis __ ,�e-�H tramp; cualquiera quesea.el sisttm1a,qes-argas'qu� -o,?t9.eri- el, esta

rar'a�entre l�s:'llneas,de,acci6n .delos pesos elasticos negatives pel mismo tramo. La
A���df,...",,:;;A,,,, <>o,hk�,l'"
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".) Id6ruca al case de I constante.

2.u) La rescltante de los pesos elestieos negatives totales On_loB Y (In-II_B con

� a un "apoyo (EO t iene una linea de .aectcn determlnada x-x que depende
nM;amente de la luces y de la variacion del memento de .inercia. en los tramos C011-

i.derados.
En etecto, 'los valores de fl��;�B y.fln_Il_£j, vaiian projJorpionaln1'enle con el. mo-

neruo negativoen elapcyo B.
,',", ,',._: ,._,' ',,_ ",'

.
Por ar1�log:ia con 1a Vi_�G\ de 1 constal)�e; lIal11ar�mos,,"ah�iV�(t,ic,al: � dicha [inea

'e ac�i6n, Jiacfenco notar, _e?todocaso;-que:.por d�pe�dersil pbS'icion deIa variacion
e-l: nose deterrmna ell' :!orm_a tan-_-s'enciIla __.comc enel -caso "-de:'la vtga. de j cons-

ante. :
:.' :: -.- '_',

_' .-- _ :_-_;,':: �.:.:: <.: ':._.'
.

',� J�ii).·P�nt�··fijO$.--:-Recotdarenios aqul" una propiedad 'general.de.Ios furuoula

es�.:.:S:uPi)n.�am�;· un sistema de ·ve.ctorci
.

j� lI�rj/�lV,.: tr���Os·. un poljgcnc ':y:
on los poles erl O.y 0' los dos funicularescorrespondienteS (F·ig.· 1'0);

.

:. .' . .. .'.
.

.

Se demuestra que los 1ados homologosc Y. a.';; b, y b' ctc.; se cortan sobre una
ecta AE paralela ala lfrieade los poles 0 0'.

Eri c?n'�ec��,c:la, .si trazamos otro f�niGJiJar con' polo 0" sabre ·.Ia_-Tecta 0 'pl Y :

uyo primer. .Iado pase por .A, .. los demaslados.hornologos se cortaran tambfen en.los
urntosB, '0;' e�c.,·"bon la recta A E.

En el ,?a�O':'cle:,YigaS continuas con apoy? a Dively para:'�n. S,ist';in,�'de c�rga:�,eermi�Jldo, .todoslos 'rt,\nic�lares·del. sistema' de ��oS' .elasttcos eorresp?t1dientes que
atisfagan la �ond,'ic,�gn de pasar por .1o�:apoY()$ ...

(funieulares-de ,la elast}ca) deberan

um�lir,:ad�rna's" s,eg(m, se acaba de anunctar, c�nI�. condici¢>n", de, qu� sW5 _de�§.s
�doshom?logos.,'St}�orten siernpre en los mismos puntos .J',' que .estoa.puntos se en-

uentren sobre' 1.;)' lineade los apoyos..' _

' ,": ,',' :

.

.

En consecuep�,ia�. �1 luger - geomerrico - delos - poles d�:: estes funicu lares _e13- :t�t1:_a_
ecta paralela-a.Ia lin�a·de-los_ apoyos... __ ,-' ,.' ,

'

>'.' .: �;,--:_ -�-
,

E�_--I1fXesai·i� riot�r tj:�'e _-si varia el-_sistema_:de--cargas,' los' lades horiI6IogQS-_d�-:1¥ -

iuevos.polfgoncs. funi�uia.res: se_ ccrtaran.
_

_}: 0)-__
en�los__puntos de' ap'oyo ;:'lds que-_de�e�

iasar por �oi.�u,rtt?S; i:, °),.105' d�as. lados- �om91ogos ae 'cor.Car�n "s�empre,- �ob;e"la
Inea deJos";,�poYos. pero en: puntos . que, como verem?s mas adelante, podran·.serj)

lo,los�qu�,'corr�sp'?nden,al anter,iOr"Sistemad�cargas.>' ,,' ,', , .. ,", .
-. . __

'

.: '. Ert>eLca�())�,attic,\llar de encontrarse .s6loun tr�trl0 cargado, 'de�os�rare!l19S que
osIados ��m6IQgos .de todos los funicular��':de' Ia.elastica;, s�:c�rtar�,en puntos _R�
()S g4e �e\ e,��l::1entr� .sobre la_Hn�_a: de

.

apoyos;, 'cualq�iera: qu�,' se,a ,e';: sistema de

:argasq��,:,��liCit�:,.'e,$e ,un"iCO tramo_,cargado. .... .' ..... •.. ':'" ',::ESt�s-p�n:tos fiJos seran siempre los rriismos; cuah1uie'ra 'que �e'a e'rt;ainb car-

;ado:
..

".' ,'".'
, .'. .' .....' _

_

.

'" ':, ':':, ", ',',

'_�Jl ef�t{)',':Si trazam?S un,_fuI?ieuIarde--Ia_ ela_s-ti()3;.to�and6, arbitrariamente_su
:'fim_cr-}ad_o,'A �,� ,{fig, l,t), el :�egund� la9�,_a�� �u,�da determinado por Ja condiCi�
i�e PFarjx)r:--,el- �i?0y6 $";,.�el-tercer-l_ado-C-I'{d�-bi;�_�6rt�rse eon el priin€:�o:.�obre Ia_anti..-

�(!fti�::l.Fen :#;':':��('s�:'ptlede ilegar -�asta_-e1-�tr-am� .ca'rgado y' trciza'j- el "I��oJ-g. Mas
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si trazamos otro funicular con su primer lade arbitrario A "":a', etc, tendremos que

los triangulos abc y a' b' c' tienen sus vertices sabre rres rectas paralelas y dos de

sus lados hom61ogos se cortan en puntas fijos A y B luego, en virtud de un teore

rna de gecmetria proyectiva, los terceros lades b -r c y b' c' deberan cortarse tam

bien en un punto fijo F"I1 que se encuentra en linea recta con A y B_ Razonamien

tos analgos a este nos llevan a conocer la existencia de des puntas fijos por tramo.

los que se pueden determinar por media de un trazado sene illo que Iluye de la ob-
",,,,,.,,,,,,..jhn rlp 1", (�ITI1T';:! !,!'ntprir11'
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Encontradas las ',llneas- de-',apciOl"l :?�-I()S .pesos elastjc()s negatives lln;las
vert.icales ,Y :105_ puntcsfljcs. se puede:tra�ar_l� ,elastica y determtnar Iosmomentos
de apoyo cua;;do �ta oargad? s\)l�tl1£ri_te_-uG i:r��o._

oJ)
',_ Tra�OC?J:Lado.-'�--Considerernos el tramo I II d�la _figura anterior,. (fig ... 12) ;'s:gun

una propledad de-ins funlculares, -las. magnitudes C' elf y V' D" mtden a cierta �ala
K el memento del vector f {�- dx respecto de los apoyos C y D. A:ni'dogamente, la

_l"I"l8e;rIity'd _CC'mide el memento del �ector rln�IIr respecto tIel. apoyo C y :DD' mide
-el memento del vector _ 011-D�III rescecto _

del' epcyo "I?'
En ,cpnsecuen;ci?! CC'7K'fln:0;Ul "Jln_c:J11, sjendo K elcoeficiente-de esoala de

rnomentos de pesos elast.icos y DIY =K· gn�b-II"· rJn_D�Ili; por otraparte, �n,.�jrl' �

j',11,
_ �':dx'- valor que Introducido -,en .la eeuacion anterior D0s, d�

- l.xl -,'
0_,

'

sea, ,CS' ':represents,_: a una cierta escala I<IlI .el momento . en el apoyo

C; tic= Kl/I CC' pues los valores'�n_'_JII e integral Jt �x .: dx son constantes ca-

e

racteristicas delJtramo.. �omo-' 16-" demostra-nos para .el- caso de Ia vtga empotrada
de J variable,

En, consecuencra, .sise edopta una -escala .erbrtrana I( para medir 108 mementos
de los pesos-el�ticos conocfdos (los 'positives en '" este �aso) C'C''', y' ,D'Pff :S� 'obtie_t1e
i:ninedia�tlri!�nte uri _Si�te:ma de esc�las K1; 1<11, 1<11;' e�c., que nos permiten medir

"el vaI9r, de los -iTIoIl1ent;Qs ,?e flexion en', los apoyos de .los tramos I, ,II, I11,- etc.,

respectivair1�te, de manera que M9:=-=KJ1r CC'_= }(JI (;ell/.
Las rectas C'D" .v'D'C". se llarnan- «Ilneas - cruzadas» _y gozan ,de, J8 .propledad

de que, si .se. toman.sobre las verttcales de los apoyos 'las magnit�!deS- C/C/' = C'C,,-,
y O/D/'=P1D" y se traaan-Ias Ifneascruzadas, estes se cortan.sobre Ia Imea de Be-

cl6n de J �. dx y c�niendolos puntos F y Q interseccion de elias con las vertlcales

,que-pasa1l_por.los, puntop,fijos "seobtiine If, recta ,'C1Dl:que determina en -l�,:y�rt'i;,"
c�l,es de ,l()s a�oy()s "los

,

segme�tos, Cl_t!',�' DID1
I

que son, iguales respectivamente B"

CC' y pDi; Sti den1ostra�i6n geo�etrica·t19' fie?�inter�.:
EI rnetodo p�a�btener eldiegramade ,momentos del tn�'n1o:_cargacl� �na y-e�

determlnadosIcspuntos fijos,� pues '. muy' sencillo; basta calcular n,umer.icamente
(M.

.

,
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o/clulo--�r4fi�'4�:�YM��J-¥�tf��ci�;��/"<
;�. y D,'Dj'1 Y por ei--pr02editrtientOb-qi.t��t:ab�mo_s'-de::��p�e�-:�·et�iminat_-los v�'-_
-de/ScPD.·.

.

.
.' . .. "'. .'

II) Tramw descar��os.__Co�siderando el trarl1() 11
..

de:
..�la:.�isma:.:figura, que se

DI:IlCIltta ala -Izquierda .del_:cargado>. tenemos que cc';'_ [rltPe
.. :� I.a:·::�ffi�a escalci K;!'

I memento del." v�tor: on"":6-,..lI respect� del apoyo C y·.:B.B' .:.e1.·:-1.1iolTI�nio· fln-l3---I1
especto deB.. .... .... .

Segun.1q :�f)U.�t�· .en -:eI C8.s(): anterior uc= KU' CC"� .:y'. JiB:�:.1<�-t:�·�Bl.
� cOnsec��n�ia; .

eel .dtagrama de' momen,�os en, los, '�t��o's:":d�sc'�rg?dos ,

,es
,

una

ecta que p�:�:a:, �or.. l,?�: l?Yintos, fijos ,,�'" de .la ,izquierd"l 0 (2,,' .si�:-:'fa,," qex::e�h�," s�gtl':l' que
I tramo con'sjder�do"s� .encuentre a Ia Izquterda o aIa dereclia: d'�r-.t��o cargado.
Vet abajo ele.lB;fi". il),

..'
.

'" ".' .• . •Para �i:lI,�9Iar, POl' este metodo una viga continua C?� "todos:s.�s"pram()s carga
los basta_-_deterIDin"ar :separadarpent��_:-I()s_ mementos _err-_: 16�· '�p."QyQS-:"'C9n8_idetan?_o_-::tos_
ramos_suc0j�an1�t� "catgados._ -T_en�rerriOs ast --f>1_ Cmica�en.t�·�l. �t�o_:l-_ c_argac;i();-
esuitan

__
cit:I(i':t\pPy�'fnotTIen�os' p.�:-_��;_-l'b�-:etc.

__ -2:_0)_ unic4rt)·ertt�:.:eLtramo-?;l cal�
ado, re$ul�n.�om.�tO�;·--uf/�-J.Lg;_-llf}. etc.: 3-;_Q)-linicaJn�n� eI::�r�Q {if cargadore-

lJitan-:m}jIt!'�too:.,,�,!�J;.-�JbI;_jL:f/,_-etc.
--

--:'
-

0- .'. <, .. ",:,_:-:�_.__ :_-_:._:_ ._,

Es _t:vidente'"qti,e :�Pt;: momentos .

correspondientes a Ia viga. totalmente cargado
eran en- cada ap�y.9',la,'suma elgebralca de. los anteriores;

.

"

.: -."

.

':'.". :�." .

_'
.

..


