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Nota del traductor

Es
muy conocida la clasificacion que se hace en el Curse de Resistencia de

Materiales de los sistemas elasttcos en estaticamente determinados a isos
taticos y estaticamente indeterminados 0 hiperestaticos.

En el calculo de los sistemas hiperestaticos, que son frecuentisimos en

Ia Ciencia de las Construcclones, hay que considerar las propiedades elasticas de
los materialcs que forman la estructura resistente para obtener las ecuaciones que
no puede dar la estatica para el calculo de las incognitas hiperestaticas. Las
ecuaciones as! obtenidas, combinadas can las que proporciona la estatica (ecua
ciones de proyeccion y de momentos) permiten resolver el calculo de un sistema hi
perestatico.

Las ecuaciones que hacen intervenir las propiedades elasttcas de los materiales
pueden obtenerse can [a aplicacion de dos metodos import.antisimos. y que, desgra
ciadamente, no figuran en eJ programa de estudios de la Escuela de Ingenierfa de Ia
U. de Ch., que citamos aqui per huber hecho en ella nuestros estudios.

Uno de estos metodos se basa en elleorema de los trabajos; virtuales y el otro en Ia
Leoda de La elipse de elasucidod. Ambos roman en consideracion las deformaciones
elasticas del sistema en estudio, y se diferencian en Ia manera de interpretar y de
considerar las deformaciones.

En el metoda de los trabajos virtuales se consideran las deformaciones en su

conjunto y acompafiadas de un trabajo de deformaci6n. St se iguala el trabajo vir
tual de las fuerzas exteriores. se podran escribir entre las magnitudes hiperestaticas
tantas ecuaciones lineales independientes como magnitudes haya, con 10 que se habra
resuelto el problema.

,
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EI metodo de los trabajos virtuales, basado exclusivamente en principios de
mecanica ractonal, tlcne caracter analitico. Se strve, adcmes, de numerosos teoremas

derivados de! de los trabajos virtuales, tales como los de Ciarevron. de Belli, de Cas

tigliona y de tvtaxuell. Este metoda cs el que se explica en los capitulos que siguen,
traducidos de Ia magnifica obra dtdacttca del Ing. Profesor Camilo Guidi: Lezioni
sulla Scienxa delle Costruzioni, Torino, 1929

Esperamos que en un futuro proximo podremos dar a conocer los fundamentos

y algunas aplicaciones del segundo metoda de calculo de los sistemas hiperestaticos,
1l8111ado teorfa de la elipse elasticided. Este metodo rue tratado primero per Cul

nlQr.n, y en seguida IX", Ruter Ie clio un desarrollo import.antisimo.
Si consideramos un punta de la estructura resisrente, podemos cstablecer que

sufre un dcspluzamiento, per efecto de una fueraa dada, que actua sabre el a traves
de una ligazon rigida. Esre desplaaamienro puede considerarse como una rotaci6n

en torno de un punta, que es su centro instantaneo de rotacion. Al hecer 10 mismo

con los diversos puntos de la construccicn se obtendran otros tantos centres instan

taneos de rotacion, los cuales forman can las fuerzas dadas un sistema polar, cuya
conica fundamental es imaginaria; pero si se toman los puntas simetricos de los cen

tros instancaneos de rotacicn respecto al punto central, se obtiene otro sistema polar,
cuya contca fundamental es una elipse, determinada par e! "peso elastica» de la es

tructure.

El metoda de la elipse de elasticidad utilize esta propiedad para determinar las

inc6gnitas de los sistemas hiperestaticos, apoyandose en consideraciones de geomc
tr-ia superior 0 proycctiva.

YAGO R_OVA"O A.

Ingemero de Puentes. FF. ce. del Estado.

A).-ESTRUCTURAS ENREJADAS

§ I. ESTRUCTUPAS EST,\TICA.ViENTE INDETERMINADAS. DETEMlINACJON DE LOS

ESFUERZOS EI\: LAS BARRAS

1. Toda estructura enrcjada (fig. 1 a) cuyos esfucrzos en las barras sean estati
camente Indererminados, sea por la presencia de barras �:uperabundante.s, sea por las

condiciones de apoyo, las que incluyen ligazones superabundantes, puede reducirse

a una estructura cstaticamente determinada que se llama estruclura principal (fig.
I c) si sc suprirnen las ban-es y las ligazones superebundantes. Las barras y los apo

yes de la estructura principal se Haman elementos esenciales de Ia estructura.

Imagfnemos que en una estructura estaticemente indeterminada se suprimen las

barras superabundantes, y para que no se altere e1 regimen en los esfuerzos de las



barras restantes, imaginemos que se

reemplaaan los esfuerzos interiores de las

ban-es suprimidas par esfuerzos exterio

res incognitos equipolentcs can ellos,
aplicacJos en los nudes de Ia estructura

que estaban unidcs par estas barras (fig.
1 b); analogamentc, consideremos como

fueraas externas incognitas las reaccio

nes de apoyo supcrabundantes. Es clare

emc-ees que los esfuerzos en las barras

de la estructura considerada y las reac

ciones de apoyc correspondientes podren
expresarse en funcion de las cargas da

das y de dichas fuerzas incognitas, que

designaremos can X', X", X"' y

estas funciones dcben scr lineales, porque

en las ecuaciones de equilibrio todas las

fuerzas entran exclusivamente en primer
grade. En general puede establecerse

que:
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Los esjuerzos S en 'as barras y las reacciones C de aoovo de tina eslruciura

esuuicamente indcterminada pueden expresarse en La forma:

(1 ) \5 = So +S' X'+5" X"+S'" X'''+.
(C=CO +C'X'+C"X"+C'1f X'''+.

en la cual X', X", X"'. representan cantidades estaticamentc indeterminadas ;

So y Co representan los esfuerzos y las rcacciones de la eSlructura principal, y per 10

tanto, son funciones lineales de las cargas P unicamente ; S', 5". ; C", C". son

indcpendientcs de las incognitas X y de las cargas P, y precisamente, S' y C' son los

valores de S y C cuandc se suponc X' = 1 y se hacen cera todas las cargas y 18s otras

cantidades X", XIII .. , hipotesis que dcsignaremos con el nombre de soiicitacion
X' = I. Analogarnentc, S", C' son los valores de S y C para la soucitacion X" = 1,
etc Los esfuerzos 5' escan en equilibria can las reacciones C', los S" con las C", los

S'D can las C"', etc.

Las expresiones (I) valen tanto para las barras y reacciones esenciales como pa
ra las superabundanres. Asf, p. ej., si X" represents el csfuerzo de una barra supcra

bundante, a ella le corresponden los valores So =0, 5'=0, 5"=1, S"'=O,. y

por 10 tanto S=X".

2. EJEMPLo.--La estructura representada en la fig. 2, unida per rotulas en los puntos B ty C de

una pared y apoyada en un soporte AD art.iculado por una torula en los extremes, se haec estatica

mente determin'ada cuando se suprime cl soporte. Designemos con X la reaccion del soporte e imagi
nemcs aplicada en A ina [uerzu exterior equipolenre de X; entonces el esfuerzo en una barra cualquie
ra de la estructura dada, p. ej .• en 11'1 barra EF queda determinado, segun el rnetodo de Ritte;, por la

ecuaci6n
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c

8

o

de donde

s

en 18 cue!

So.

representa precisamente el esfuerzo producldo en la burra cuando X =0, 0 sea cuando fehase el so

porte AD y

d
-=S'
h

es precisamente el esfuerzo producldo en Is estruct�a cuando estuviese sclicitada exchrsivamenre

por le fuerza X = I.

3. CALCULO DE LAS CANTIDADES X EST/,TICAMENTE JI\<'DETERMINADAS.-Supon

games que la estructura dada sufra una deformacion pequenfslma. debido a la cual

Ia longitud s de una barra cualquiera verfe de Ia cantidad � s, un punta de apoyo

cualquiera sufra un desplazamiento .8. c en direccion de la reaccion correspondiente
C, y €1 punta de apllcaclon de una carga cualquiera P se desplace de la cantidad 0

en direccion de P. Siempre que las cancidades 6. S, dey 0 sean geometricamente po
stoles :y peoueiusimas es valido el teorema de los trabajos virtuales, 0 sea, el trabajo
virtual producido por las fuerzas externas a consecuencta de las de formaciones su

puestas es igual al prcducido por las fuerzas interiores. porque las primeras equi
ltbran a las segundas, 0 sea es valida Ja ecuacion

(2)
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Y en efecto, para el desplazarniento virtual ccrrespondiente a un nuda cualquie
ra, 1a suma de los trabajos virtuales producidos por las fuerzas que se cortan en ese

nuda (fuerza externa si Ia hay, y esfuerzos interiores en las diversas barras) debe ser

nula. estando en equilibria el nuda. Analogamente, debe ser nul a entonces la suma

de todas las sumas analogas, correspondientes a los diversoe nudos. £1 esfuerzo in

terior en una berra cualquiera figura en des terminos de esa suma que facilmente se

pueden rcunir en uno

Sean AA', BB' (fig. 3) los desplazamientos de clcs nudes unidos par Ia barre

AB, de manera que At B' represente Ia nueva posicion tomada por Ia misrna berra.
Recordando siempre en la aplicacion de este princi
pia de mecanica que los desplazamientos son pequc

Iiisimos. cs Ilcito considerar las dos posiciones de Ia

barre como si tuviesen la misma direcci6n, y cnton

ces, slendo AA", BB" las proyecciones de los despla-
zamientos mencionados en direccion de la barre AB, ':

el trabe]o v irtual realizado por las dos fuerzas S que cjercc la

nudos quedara dado par

+--/ 88·
�.: �

�.-- - - -- ------------Xe

barre sabre los dos

- S (A'" + BB')

pero la suma entre parentesis, par 10 que se ha dicho, debe considerarsc igual a Ja V3-

riacion Il. s de longitud experimentada par Ia barre: por consiguiente, el trabajc re

sulta igual a --- S f1 s y cntonces para toda la estructura se tendra

La (2) en virtud de las (1) puede escribirse tamblen

(3) ;!;P.+;!; (Co+C'X'+CUX·+ ... ) llc�;!; (So+S'X'+S"X"+ ... ) "'

Esta ecuaci6n rige para valares cualc.:quiera de las cargos F) }' de las contidadee

X', A''' ... , eSCalicume.r.te indetcrminaacs; Iuego, para las ·soLieilaciones XI = 1, X" = I,.
nos da respecrivamente

I ;!;C' llc�;!;S',1,

( �.:��.��.�.�",��'
Estes ecuaciones, que son tantas como valores de X haya, y los contienen irn

plfcitamente, como se vera ahora, sirven para determinar estes incognitas cuando se

Ie atrfbuyen a .d c y ,:.\ s los valorcs que efectivamente $C producen en Ia estructura

debida a la condicion de carga dada.
Observese que las expresiones (1) son validas para valores cualesquiera de las

cargas P y de las incognitas X, se tiene entonces

(4)

(5)
as
-=S'
a X'

'

aC
--=C", ..

ax"

aC
-=C'
aX'

I
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y eruoaces las (4) pueden escribirse

(6)

ae
2: --

ax'
ae

2:
ex:

as
a c=1; -.,.,_-.6. s

ax'
as

.6. c=1; "",.- 6. s

aX"

Estas ccuaciones podrfan obtcnerse de la (2) tomando las dertvedas parciales,
rcspecto 3. las variables independientes X', X",. cbservandc Que 5, 6. c, .6. s ':/ F>,
(;On10 son arbitrerias, deben considcrarse como. constantcs en csta cpcracion

4, DESPLAZt\MIENTOS 6. s Y d c.v-Aclmitido que la estructura no cste sujcta a

esfuerzo alguno, para una determinada temperatura, y antes de que actucn IdS car

gas, la variacion fi s que sufre la Iongitud de una barra s cualquiera a consecuencia
del esfuerzo S producido en ella por Ia condicion de carga dnda, Y per un aumento

de temperatura de 1. grades. igual para todos sus puntos. qucda dada par:

(7)
Ss

.6.s=--+a.tsEF

o tambien,
s

poniendo para simplificar E F'
= r

(8) .6.s=Sr+a.ts

Los desplazamlentos de de los apoyos pueden clasificarse en despiazamientos
elasticos, casi sicrnpre expresables exactamente en funcion de las reacciones corres

pondientes, y en sentamientos, dificilrnente uvaluables a priori. Si sc trata del estudio
de una construccion ya ejecutada, los sentamientos, sl existen, podran determinarsc:
si sc trata, en vea. del proyecto de una obra nueva, en general se suponen nulos los

sentamientos, salvo que en Ia ejecuci6n del trabejc $C- tomen todas las precauciones
para que, si no son nulos tales sentarnientcs, rcsultcn por 10 menos ocqueriisimos
En los sistemas estaticarnente indeterminacies aun los pequefios sentarnientos de los

apovos pueden produc.ir notables variaciones en el regimen de los esfuerzos internes

de la cstructura, como p. cj., en la viga continua para pequefias desntvelactones de
los apoyos. Si tales sentamientos no son exactamente avaluables. 0 no se pueden ha
cet tan pequefios para poderlos despreciar, hay que evitar el emplec de estructuras

estaticamente indeterminadas. St los apoyos estuviesen absolutamente Iijos, 0 fue
sen moviles sin frotamiento, las ecuaciones de condicion que deben satisfacer las in

cognitas X sedan:

(9) 2:S"/is=O,.
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5. E�Et.WLO I.-La fig. 4.� representa el esquema de un arco enrejado triangular impostadc con

rotulas en A y B, solicuados por fuerzas P de direcci6n cualesquiera y sujeto a variaciones de tempe

ratura. EJ area serfa I?Qr SI rnisrno una estructqru cstrtctamerue indeformable y por 10 tanto, estatica

mente determinado ; las condiciones de apoyo induycn una ligaz6n superabundante. En efecto. si

reemplaznmos una rotula, p. cj .. la B. po� un

upcyo movil, obtenemos la cstructura cstutlca- p
mente determinada, estructura principal, repre- a)
scntada en la fig. 4b. Imaginando descompuestas
las reacciones de las dos r6tulas en componentes

verticales A y B y en componentes HA, He q�c

tengan como Ifnee de accton comun Is cuerda

AB. y designando can a y b, respectivamente las

distuncias de una fuerza cualquicrn a las r6tulas

A y B y con 1 J::J. proyeccion horizontal de la

cucrda, se ncne evidenremcnte :

XPb
!\�-

I

�Pa
B�-

I

f-iA = X sec €-1-10
He = .. ·Xsecs

51 rcpresentamos con -X (incognita hiperestatica}
10 componente Horizontal de H yean Ho {consi
derado postnvo en el scntido de A a B) Llna fuer

za igual y opuesta a la surna algchratca de las

proyecciones, hechas en direcci6n vertical, de las

fucrzas P sobrc le cuerda AS.
Si el area est{1 solicitado par eargas verucales.

desaparece '-fo y par consigutente. HA y He re

sultan dos fuerzas igualcs y opuestas, de valor

absolute X sec e

Habiendo determinado los esfuerzos So en

:�\
-,

-1.,:
8\.

.,.'

-------- -- - --- f - - ---- - �:-: _

..
---

----

-_
..

-_ ...
--_

..
-----

la cstrucrura principal con un diagrama creme-

niano, supongamos en segulde la estructura eompleramente descargada y sin peso y aphquemos a

las rotulas de imposta (fig, 4 c) dos fucraas de mtcnsidad 1 sec e actuando segun la cucrda, y diri

gidas hacia afuera (solicitacion X= -I) y dcterminemos con otro diagrama recjproco los esfuezosr

correspondientes S' en las barras. Los esfJerzos efectivos S quedaran dados entonccs par In relaei6n:

(10) S�So-- S'X

Para dercrmlnar X basta escrtbir la ccuncton de los t rabajos virruales para la solicitacion X = -1

y para los desptaaamicntos efectjvos. Si a consccuencta de la carga y' de te variaci6n de temperatura

ceden las impostas de manera que la luz horizontall del arco surra rin aumenrc A l, aquella Cella

cion es:

(II)

o sea, en virtud de (8)
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y per la (10)

A l=ZSoS' r-X2;S'2 r + X atS' s

de donde

(12) XSoS'r+ZatS's�.6.lX -

-----:l:�S:;;--;---·--

6. Observcmcs de una vez por todas que el calculo de las estructuras estatica
mente indcterminadas supone el conocimiento de las secciones de las barras, las
cuales se concccn soiarnente cuando se trata de un calculo de verificacion. Si se tra

tara de un calcolc directo, euyo objeto es precisamente, determiner dichas secciones,
convendra proceder per tanteos. ajustandose a los datos de construcciones ya ejecu
tades en condiciones semcjantes. Si Ia temperatura queda constante y Ios despla
zamientos de los apoyos son nulos, es suficiente, como resulta de Ia (12), conocer la
razon entre la magnitud de las secciones de las diversas barras, y estc en un primer
calculc puede preverse can una cierta aproximacion, y en algunos casas puede su

ponerse tambien igual a la unidad.
En una estructura estaticamente determinada un defecto de moniaje 0 una varia

cion de temperatura uniforme para todas las barras. 0 rambien distinta para las di
versas ba-res, a limitada a una 0 algunas barras, no produce esfuerzos interiores

independientes de las cargas. En efecto, siendo el sistema estrictamente indeforma
ble, 0 sea tal que suprimida una barra se convierte en deformable, no encuentra obs
taculos para tomar la nueva forma correspondicnte a las longitudes variadas de las
barras. Tratandose de sistemas estaticamente indeterminados, una variaei6n de

temperatura puede producir esfuerzos Interiores. como resulta del ejemplo tratado
ahara (no los produce en todos ; P. ej., en las vigas continuas ordinaries de apoyos
mcviles, una variacion uniforme de temperatura no genera esfuerzos).

Si lao variacion de temperatura y el cceficiente a de dilataci6n tienen e! mismo
valor para todas las barras, se puede sacar estas dos cantidades fuera de la suma

toria Z a l 5' .s y Ia Z 5' 8 tiene en general un valor muy sencillo: aai en el ejemplo de
sarrolludo. si en [a ecuecion (11), que subsiste para valores cualesquiera de d I y ;1 8,

siempre que sean geometricamentc posibles y pequefiisimos, bacemos 68=W8,
6 =w l, sendo w una fraccion propia pequefiisima, 0 sea, suponemos que la estructu
ra se.mcdifique muy poco, de manera que tome una forma semejante a la primitiva,
la ecuacion sc transforma en

wl=wZS's

de donde

(13) X5's = l

Si la varlacion de temperatura se ltmita solamente a algunas barras. ia suma

toria Z a t S' s del numerador de Ia (12) se limita a estes naturalmente. Los efectos
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producidos por un defecto de montaje 0 una variaci6n de longitud de barras, produ
cida mecanicamente se avaluan como los generados par una variacion de tempe
ratura; en efecto, si p. ej., una berra time un acortamiento !::J. s respecto a la longi
tud que debiera tener. y par 10 tanto hay que fcrzarla en el montaje, se producen
los mismos efectos como si en la barra se produjese un acortamiento termico

at" =D.S

7. E)1.';MPLO II.-La Figura 5 0 rcpreserua una vrga enrejada atiesada per una cadena de suspen-.
sian (una de las cstructuras de 1111 puente suspendidc rfgtdo}. La viga esta untda a la caden� per
medic de t.irantes vcrtlcalcs. fija en un extrema y anclada y movil horizontalmente en cI otro ; de rna

nern que siendo verucales las cecges, son vert.icalcs tambicn las rcaccioncs A y B. La cadena est!! sus

pendida score 10::; sopcrtes AA', BB' y en ,>eguida unclada contra los macizos de rctcocron.

c)

fIG.5.

Designernos con X Is tensi6n horizontal, constenre en 13 cadcna de suspension: s! es nula es cera

tambien el esfucrzo en rodos los trozos de la cadena y por 10 tanto es cero tambien el esfuerzo en los
rtranres de suspension; se obtiene as! como estructuru principal Ia viga enrejada simple de la fig. 5b.
Scntado esro los esfuerzos en las diversas barras pueden cscnbtrse bajo la forma

(14) S�So-··S'X

siendo S' los esfuerzos producidos por la solicitaci6n X = -I, la que se verifica cuando se supcne ge
nerada en cada rrozo de 1<1 cadena una preston. cuya componente horizontal sea = I. La ecuacion
para e! calculo de X, cuando sc suponen las Iundaciones de albarrilerla absoluramente rIgidas. es la
siguiente. :
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o =ZS'4s
o s...

y por la (14)
0= :zSOSI r-X�S" r +� (llS'.s

la que da

X =.�SoS'r+katS"�
�S'2r

Los eafuerzos So y S' se cbrjenen rapidemente consrruyendo des diagrames reclprocos (Ia fig.
, c represenra la mltad del dfagrama de los 5'). Los soportes y las cadenas de retenci6n SI! constderan

naturalmente como parte integrunte de la estrUCt�ra,

8, E�EMPLO II f.-La gran cimbra reprcsentada en lc fIg. 6a csta. fija en A per una r6tula y m6vil

en B. esta sujeta en D y en E per colurnnas arulculadas en sus exrremos con rotulas sin roaamiento.

SUJ;PngamOs que las carges uencn llnn dirccci6n Cua1quicra, �ean A y BIas reaccioncs vcrrtcales de

los apoycs extremes, sea !-b 13 reaccion horizontal del apoyo A, Y sean X' y X" las rcccccioncs dadas

por las cclumnas.
-, -

A'

A"
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Suprimicndo los des sostcncs incermedios se obnene la estructura principal eaeancamerae deter
mirtnda, representada en 1a fig. 115 b, para 13 cual se saben determi�or las reacciones Ao. BO, Ho y los
esfuerzos S° de las barras, construyendo un diagrama reclprocc

Anulemos ahara todas las cargaa Pyla reaccion X", y hagarnos X'=-1; resulra le ccndicion
de carga representada en la rig. 6 c. Los esfueraos corrcspondientcs S' en las barras se determinan
con otro diagrama reciproco.

Anulemos ahara codas las cargas P y la rcaccion X' y l1'ag3tnos X" = -. l , se obtiene entonces la
cQndiciOn de carga 'rcpresentada en la flg.6 d y los esfoerzos S" sc determinan construyendo un cer
:;et diagrama reciproco. Si la estruct�ra es sin1ctrica, estc diagrama es simetrlco del precedence.

Ahoru, para determiner X' y X" basta cscribir las ccuaciones de los trabajcs currespondientes
a Ias soucteacones X/''''-i, X"".,·-l para los desplazumientos efecetvcs. Ali9r3, supcniendo que B.

consecuencia de la deformacion de los soportcs intermedlos, los puntas de apoyo DyE bajen Ol Y
O2 respectivamentc, dcspreclando los semamtencos de Ia construcci6n de albafulerfa, se tiene para Is
solicltaci6n X' =·--·1 la cccecron de los trabajos virtu ales:

Analogementc. se obtiene para la solicitacton X" = -I:

1·a�=4S"As

o sea, en virtue de (8)

y sienda

0, �2: S' (S r+" t s)
o�=:Z;S" (Sr+ats)

se tiene ternbien

(15) �Ol=�SOSI r---···X/�S/2r --X"�S'S"r+l;aiS' S

(02=� SoS" }"---. X' 2: S'S" r···-- X" 2: S'" r + 1: a t S" s

Ahara, tndicando con Ec. 0:" tc sc, Fe, s" el m6dulo de elastictdad, Ie dilataclcn termica, el arM

de la secci6n transversal y la longttud de las colurnnas respectivamente, Y poniendo r"

rendru:

o. = X' Fe --

ac tc -sc

�l=XI! rc--acicsc

y entonces las (15) se convterten en

X' ere +2: S/�r)+xrrZ Sf Sill" =2: So Sfr+ae tc sc + Z at s,
X'I 5' S"r+X" ere + Z S"',) =1: So S" +ac tc 8c + 2: a t S" .s

que sirven para det.erminar X' y X",

(Contin��r.a/,




