
fco. Javier DomfnllUez S.

Curso de Hidrauhca General

CAPITULO I

Nociones Generales

Lc-Coerpos sclldos, Hquldos y gaseosos.c.-Z. Algunas constantes ffsicas,-3. Presion, frotamientos
interiores.-4. Isotropfa y capilaridad.-5. Liquldo perfecto-e-o. Ctenctes hidraulicas.

1. Cuerpos sclidoe, liquidos y gaseoscs.e-En la Naturaleza, los cuerpos tienen

aparentemente cualidades que los agrupan en dos grandes categories: los que se

oponen a las deformaciones, que los llamamos solidos, y los fluidos que no se oponen
a ellas. 0 mas bien, que solamente presentan resistencia a las de formaciones mien

tras ellas se realizan, tomando finalmente la forma de los recipientes que los con

ttenen. Los ffuidos se dividen a su vez, en gases y Iiquidos, segun que aparente
mente varfen 0 no de velamen por efectos de cambio de presion 0 de temperatura.

2. Algunas eonstantes rfsleas.c-Nada tienen de absolutas las propiedades que
acabamos de enumerar. Se diferencian solemente en que las magnitudes que las mi

den son de difcrentc orden en los fluidos yen los solidos. La Ffsica General se ocupa

especialmente de determinar los coeficientes de dilatacion y de ccmpresibilidad de
los dfferentes cuerpos. Apuntamcs equi algunos valores de las constantes fisicas que

pueden sernos utfles en las aplicaciones.
La comprcsion produce en el agua una contracci6n cubica de 0,0000; por

atmosfera, que dcsaparece perfectamente si se restablece la presion prtmitiva. En cam

bia, una masa de [terra sornetida a una comprcsion unlformemente repartida se

contrae O,OC00007 por atmosfera. (Deducido del cocficicnte de elasticidad tomando
en cuenta las dcfcrmaciones transversales).

Los volumcnes de los gases son, a temperatura con stante, inversamente pro

porcionales a las preslones pv =cte, (ley de Mariette) sicmpre que estes no sean muy

grandes.
La elevacion de un grado de temperatura dilata en 1/27300,00366 el volumen

de un gas y haec experimenter al agua una dilatacion cubica media de O,O()043 si

Ie temperatura es notablemente mayor de 4" centigrados, pues a esta temperatura
una masa de agua tlene su mayor contraccion (0 su peso maximo por unidad de
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volumen). £1 aumento de un grado de temperatura ccastona en eJ fierro un aurnent€)

de vclumen de 0,000033 y en el concreto O,O()(J042.

E1 peso especifico 0 peso de 1a unidad de volumen del agua dest.ilada es de

1000 Kgjml a 4� de temperatura; el del agua de mar es aproximadamente de

102S KgJmlj el del mercuric es 13600 Kg/m3• El alrc a [a presion atmosferlca y

a 0<> pesa 1,25 Kg/m3•
Usaremos comunmente unidades industriales: el metro, el kilogramo y el segun

do, salvo Indicaeion expresa de ser unldades C. C. S,

a. Presion. Frotamientos lnterlores •.-Si dentro de un fluido coricebirnos una

superficie plana de dimensiones pequefiisimas. esta cortara las Ifneas de accion de un

jnmenso numero de fuerzas moleculares: atracciones y repulstcnes rnutuas de los

puntas rnateriales situados a ambos Iados del clemente plano, a dlstancias imper

ceptibles. Corne este elemento es de pequefias dimensiones, podemos despreciar las

vartac'ones de las condiciones ffsicas en su extension. Por 10 tanto, la resultante

de las acciones moleculares que obran a traves de el, es proporcicnal a su superficie

y tiene una dfrecolon y un sent.ide determinados. Sc llama presion a la raz6n entre

la resultante de las acetones moleculares que se ejercitan a traves del clemente plano
y cl area de el.

El elemento plano ha de ser pequefiisimo y, sin embargo, suficiente para cortar

gran numero de fuerzas moleculares. en forma de caracterizar la resultante sin Ilc

gar a Individualizar las compcnentcs. Este concepto especial de magnitud elemental,

indispensable al considerar la constitucion interna de cuerpos fisicos. se usarf en ca

ses analogos y, al calcular, se considerara infinttesirnal. Podemos, pues, decir que la

presion en un punto es el limite de Ia razon dfldw cuando de, elemento de area,

tiende acero, Ilamando f la resultante de las fuerzas moleculares.

La presion no toma en cuenta las fuerzas exteriores, accion de grandesmasas
a distancias ccnsiderables.

Si las acciones moleculares varian con alta trecuencia par vibraclones calorfficas.

etc., 13 resultante considerada cs cl termino medio de los valores lnstantaneos.

L.3 presion es una cantidad vectorial can magnitud, direcci6n y sentido. Sus

dimensiones en sistema C G. S. SOil Ml:-J I' y su mcdida en C. G. S. se exprcsa

en dines per ems. En Hidraulica Ia mediremos en IZg/m!.
Se llama tambien presion a Ia resultante de 12s acciones mcleculares que obran

sabre una superficfc de dimensiones finites. Para diferenciarlas se llama a esta pre

si6n total y a Ia otra presion unitaria 0 simplemente presion. La presion total tiene

dimensiones de fuerza: AI L Y--2.

Los fluidos se caracterizan por Ia propiedad de deformarse bajo las acciones de

Iucrcas exteriores, per pequefias que sean. Esta propiedad no slgnifica que no opon

gan resistcncia mientras Ia deformacicn sc verifica ; al contrario, esta reslstencia

existe. rctardando mas a menes Ia deformacion. Poderros constdcrar la resistencia a

res resbalamientos de masas fluidas como ccrnpcnentes tangenciales de las presiones,

fur.ciones de la vdocidad relatlva de resbalan1iento. Estas ccmponentes que se anu

laD. en el reposo, las llamaremos, pOr analogfa, fro:amientos interiores. La resisteo

cia l:e los fiuidos a sufrir deforrnaciones se Barna viscosic!ad, que no hay que coo

fundir con la cohesion 0 propiedad de resistir compresiones 0 pequenas tracciofles,
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4. Isotropla• +Cenerandose componentes tangenciales de las presiones unica
mente cuando se verifican movimientos, se sfgue que en r6idos en reposo no existen
sino presiones normeles a los elementos pianos que se pueden considerar en el seno

de ellos. Esta normalidad de presiones que caractetiza la ftuidez, se explica di
ctendo que los fl6idos en -reposo son sistemas mater-iales de identica constituci6n
interna en todas las direcciones posibles en cada punta; constituci6n que puede ir

variando de un punta a otrc.

Las partfculas a puntos materiales que constituyen el fiuidc, estarian distri
bufdas de la misma manera en todas direcciones en torno del punto considerado,
Esta proqiedad, Hamada isotropia, Ueva como consecuencia a la normalidad de las
presiones, por razon de simetria.

Los fluidos en movimiento tratartan de recobrar la isotropia y aun de conser

varla durante la deformacion, y los frotamientos interiores a Ia ablicuidad de las

presiones, serian debtdos a Ia demore en recuperar Ia Isotropia.
La capilaridad, que en los Iiquidos en reposo se traduce en una clevacion 0

depresion de la superficie en el corrtorno de la pared, se deberla a defecto de isotro

pia junto a las paredes que contiene al fiuido, pues no se puede pretender que

tengan identica organizacion molecular el Ilquldo y el solido que 10 rodea.

5. Liquido perfecto.-Considerando extremadas las propiedades que caracterizan

a los fluidos, se ha concebido, para simplificar los calculos. el liquicfo perfecto, como

un material isotr6pico, sin resistencia a las deformaciones aun mientras se verffican,
es decir, de presiones normales a los elementos planes que se pueden considerar,
desprovistos de frotamientos y perfectamente incomprcs.bles. El Iiquido perfecto
asf concebido facilita el estudio del Iiquido en reposo y tambien algo e1 del liquido
en movimiento. Concepci6n analoga hace Ia Mecanica Racional al considerar el so
lido perfecto.

6. Ciencias hidraulieas.-La Hidromecanica estudia el mcvtmiento del liquido
perfecto y su equilibria par medio de un proceso rigurosamente analitico. Sus ramas

son, por consiguiente, la Hidrosustica y la Hidrodiruimica parte de la Mecanica que
se aplica a los liquidos,

La Hidrodinemica se aparta rapidamente de la realidad flsica al prescindir de
las condiciones naturales del liquido, y los problemas que interesan en la prectica
son resueltos por ella en completo desacuerdc con la exper iencia. Ademas, su aridez
analitlca y las dificultades matematicas que se presentan, han dado nacimiento a

la Hidniulica General, cuyo objeto es estudiar por el analisis y la experimentacion
unidos. el equilibria y movimiento de los llquidos, especialmcnte del ague.

La Hidraulica General simplifica las cuestiones, suponiendo la incompresibilidad
y fiuldez perfectas cuando son aceptables ; pero toma en cuenta los frotamientos in

teriores cuando influyen practicamente en los fenomenos. Se limite a las cuestiones

sencillas y uttles al ingeniero y se caracteriza principalmente porque acude a [a ex

pertmentacion y saca de ella los elementos necesarios para la solucion de las cues

tiones que el Analisis no puede todavia resolver 0 resuelve diffcilmente.
No entran baio el dominic de la Hidraullca General las distintas Hidraulicas
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aplicadas: a regadfo, maquinas hidraulicas, obras rnarltlmas, agua potable, alcanta

rlllado, etc., que si bien en ella se apoyan, son en general un conjunto de conoci

mientos tecmcos de construcci6n.

CAPITULO II

Hldr-ostatica

7. Reparticj(�n de las presiooes.c-B. Llquidos y gases en equihbrto bajo su peso.----4. Aplicaciones
divcrsas. Equilibria s6Jido.-lO. Principia de Arquimedes.e+I 1. Presioncs totalcs.c-Iz. Cuerpos
fictentes.

7. Repartici6n de las preeienes.e-Hemos visto que en un fluido en equilibria,
las presiones son normales a los elementos que sc pueden considerar en cada punta.
Como consecuencia de ello podemos enunciar eillamado Principia de Pascal: «En

un punto de un fiuido en equilibria, las presiones unitarias sobre todos los pianos
de cualquiera ortentacton que pasan por esc punta, son de igual magnitud>.

Esee principia se demuestra considcrando _ct punta 0 como origen de un sis

tema de ccordenadas rectaugulares. Cortemos el triedro as! formado par un plano
oblicuo de orientacion cualquiera, situado a una distancia infinitamente pequefia

de O. Se forma as[ el tetraedro elemental
(JADC (fig. 1) Debido a la continuldad, la

presion unitaria que obra sabre la cara

/\BC difiere en un infinitamente pequefio
despreciable de Ia presion unitaria que obra
sabre el plano paralelo a /\l:3C que pasa

per O.
Como el tetraedrc esta en equilibria,

las fuerzas que actuan sabre el, proyecta
das sabre un eje cualquiera, deben dar suma

nula. Tomemos como eje de proyeccion el

eje X. Si llamamos Px la presion unitaria

en Ia cara OBC, Ia presion total en esa

cara sera Px .GBC y se proyecta en su ver

dadera rnagnitud. Las presiones en las cants O/\B y OAC, normales a ellas, no

dan proyecciones. La presion sabre la cara .4BC, llamando p a 1a presion unitaria

sobre ella, vale p. /�BC Y se prcyecta multlplicada par el coseno del angulo que
forma p con OX; igual al diedro Be por tener los lados respectivamente perpendi
cularcs. Las fuerzas exterfores son proporcionales a la masa del tetraedro que es

de tercer orden de pequefiez, despreciable al lado de las presicnes anotadas, que

como propcrctonales a la superficie de las cares, son de segundo orden. En conse

cuencia, la ecuacion de proyeccion se reduce a:

o

p

y
Fig. 1

p•• (JBC- P ,ABC cos BC=O
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en qUe el sentido de las presiones es hacia las caras. EI producto ABC cos BC =

OBC, puesto que Ia superficie OI3C es la proyeccion de la superficie ABC sabre
eI plano OYZ. Luego queda:

es decir, en cada punta la presion unitarla tiene un valor independiente de la

orientaci6n del plano.
Esta proposicion, consecuencta Inmediata de la isotropfa, reduce el problema

de la determinacion de las presiones a buscar relaciones entre las presiones en dis
tintos puntos.

Para encontrar estas relaciones, concibamcs en el seno del fluido en reposo un

cilindro elemental recto, de base do y de altura ds (fig. 2) y escribamos las

proyecciones de las fuerzas sobre un

eje paralelo a ds, que dan suma nula

par estar el cilindro en equilibrio.
Las presiones en la superficie ctlfn

drica dan proyeccioncs nulas, pues las

presiones unitarias son normales en cada

puntc a Ia superficie. Las que obran en Fig. 2

las bases se proyectan en verdadera

magnitud. Llamemos P la presion unitatia en una de las caras y tomemos como

sentido positivo el de esta presion. La fuerza sera p c.'w; Ia de Ia otra base sera:

-(p + dp) dw.
Las fuerzas exteriores, proporcicnales a Ia mesa de cilindro p dw ds, (en que

p es le densidad 0 masa de Ia unidad de volumen), tiencn como valor absoluto
F pdw ds, Ilamandc F la aceleracion resultante. Estes fuerzas se proyectan mul

tiplicadas por el coseno del angulo que forma F can ds. En consecuencia, la
ecuacion de proyecci6n es:

P dw-(p+dp) dw+rpdw ds cos (I'. ds)�O

que simplificada da:

dp�p F ds cos (F, ds) .... (1

Integrandola hasta completar un cilindro de altura finita s - so' en cuyas
bases extremes las presiones las llamamos p y Po, se tiene:

p- p'�Js p F cos (F, ds) ds
s;

Ecuaci6n que dice que Ia vartactcn de la presion entre dos puntos de un fiuido en

reposo es igual al trabajo que efectuan a 10 largo' del camino que los une, las
fuerzas exteriores, par unidad de volumen.

La ecuacion (1 se puede escrtbir:

I a p
- --=F cos (F, cis)

p as
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Eligiendo un sistema de ejes rectangulares en que dx, dy, dz sean las proyec,

clones de ds y Harnando X, Y, Z las de Ia acelerecton resultante de las fuerzas

exteriores, respecto a los tres ejes elegidos, se tienen las ecuaciones generales de la

Hidrostetfca, debldas a Euler:

1 ap
----�X

p ax

.... (2

1 a p
---�Z

p ax

Multtplicadas estas tees ecuaciones por dx, dy, dz, respecttvamente, sumfin

doles y tomandc en cuenta que el primer miembro es el diferencial total de _1_ p
p

se tiene:

dp �X dx + Y dy + Z dz . _ .. (3
p

El primer miembro es integrable siempre que conozcamos la relaci6n entre p y

p; esta relacion es Ia ecuacicn caracteriatica. En los fiuidos incomprensibles, es

decir, los Jfquidos, ese ecuacicn es:

o=
1 +a t

Po

en que Po es la densidad a la temperatura 0°; a es el coefictenre de dilatacicn

y t la temperatura. Como se ve, p es Independiente de p. En los gases la ecua

Cion caracterlst.ica es:

p�--_Po_-_P
Po (1 + at)

en que a y t tienen el mismc significado anterior; Po es la densidad a 0" ya la

presion pQ; p es la presion. Como se ve. p es proporcional a p.

Se llaman superficies de nivel 0 superficies equipotenciales a las superficies de

igual presion, iguaJ densidad e igual temperatura que cumplen con Ia condicion:

Estas superficies, como indican las ecuaciones, dan trabajo nulo para despla

zamientos sobre elias y son, por consigulente. normales en rodos su puntas a la

direccion de las fuerzas exteriores.
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8. Lfqujdes y gases en equilibrio bajo su peso.-EI caso de mayor interes prac
tico 10 presentan los fluidos somet.idos a su peso como (mica fuerza exterior. Si
tomamos los ejes coordenados rectangulares X, Y en un plano horizontal y el de
la Z vertical ascendente, en la ecuaci6n (3 X e Y, valdran cera y Z,-g, acelera

cion de gravedad con signa negativo ; por 10 tanto:

I
- dp=- -g dz

p
(4

En Ifquidos incomprensibles, efectuando la integracion desde una cota Zo en

que Ia presion es Po hasta otra cota arbitrar ia z donde valdrf jJ, se obtendra:

EI producto de la masa de la unidad de volumen par la aceleracion de Ia grave
dad nos da el peso de la unidad de volumen 0 peso espe6jic:) que llamaremos 'Y.

La ultima ecuacion puede escr ibirse, si Ia dividimos par pt. ='Y, como sigue:

P--=Cie.
'Y

(J

expresion que nos dice que en un llquido incomprensible es constante la suma de la
cote y de Ia presion unitaria dividida par el peso especffico.

La raz6n h = p/'Y homogenea a una Iongitud, es Hamada altura de presion,
pues es la altura de la columna liquida capaz de producir la presion p,

La suma constante dada per la expresion (S, Hamada carga, cceu biezometrica
o altura biezomitrica, resume la ley de repartici6n de presiones en un llquido pesado
en equilibrio. Por esto se le llama ley Hidrosuuica. Ella indica que si a partir de
la cota z de un punto de un liquido en reposo se agrega vert icalmente la altura
de presion, se llega al lugar geometrico Ilamado /)/ano de carga. Si el lfquido se

extiende hasta ese plano, ahi la presion es nula: encima no hay peso alguno, esta
vacfo. (1)

Las superficies de nivel en los fluidos pesados en equilibrio son pianos horizon

tales; per 10 tanto 10 scran la superficie libre de un Iiquido 0 superficie de el en

contacto can una atmosfera constante y 18 superficie de separacion de liquidos de
distinto peso cspecifico, superpuestos.

Una columna liquida de altura It produce en su pie la presion /) = 'Y1\" por 10

tanto, las presiones que dos Ifquidos de distinto peso especifico producu-an con igual
desnivel, guardaran la razon de sus pesos espccificos. A la inversa, una presion dada

producira desnivelaciones inversamente proporcionales a los pesos especilicos:

(I) Las experienctas de Askcnasy, recenoes cor or.ros botnnicos, de hacer subir agua indefim

damente, nun no bien exphoadas, parccen, sin embargo, oebcrse a acciones electricas A estas

acetones se deberia la subida de la savta en grandee rirl-oles,
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de donde

En los fluidos comprensibles 0 gases podcmos poner 'Y = J< p. y por 10 tanto,

la integracion de la ccuacton (4 nos cia:

(6
p

L-�gK(:,-z)
p,

En las aplicaciones usuales de la Hidraultca se supone constante la presion
atmosfertca: su valor media se acepta de 10000 Kg/m�. Se la llama atmosfera me

trica y sus alturas representat.ivas son: h=/OOOO : 1000=10 metros de agua ;

h=10000 : 13600=0,735 metros de mercuric. En columnas de aire de poca im

portancia se supone su dcnsidad Independicrtte de la presion; luegc, segtin 10 dicho

anteriormente, a igualdad de desniveles de aire y agua, corresponden variaciones de

presion de 1,25/1000. Las var-iaciones de presion de aire son despreciables al lado

de las del agua. En los liquidos superpuestos, cl mlnirno de potencial exige, para

el equilibrio estable, que las mas pesados se vayan abajo.

9. ApJicaeiones dlsersas.e-Equilibrie s6lido.-Una de las aplicaciones practices
mas inmediata de los principios expuestos la ccnstituyen los piezornetros. aparatos

deetmados a medir diferencias de presion
por media de columnas lfquidas pesadas
o livianas. Mas adelante, en las medidas

hidraulicas, descrtbiremos estos aparatos.
Par ahara, con un ejemplo veremos su

teoria.

Supongamos unidos dos depositos
per un tuba de seccron consrante en

jorma de U, como en In Ji.r.ufa .5. Los de

positos estan Hence de agua y sus cocas

piezomctricas son respectivamente hI Y

h«; siendo hI mayor que ."-2. Las dos par

tes bajas de las Ues estan llenas de mer-

h; E

T
h h •.

1c II
Fig. �

curio y entre ambas ramas y a continua

clan de elIas hay agua. Se pide determinar la altura h de las cclumnas iguales

de mercuric de ambos tubos que comunican (as depositos. Las columnas desclcnden

del lade de la mayor cota piezometrica h� y ascienden del lado del otro deposito.
En los puntos A y B hay la misma presion, pues par ambos puntos pasa un

plano equlpontencial. La presion en B exccde a [a de E en 'Ymh, stendo 'Ym el I-1eSO

especifico del mercuric. La de E es mayor que Ia de C en el valor -yll, si 'Y es
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eI peso especifico del agua. La de C y D son iguales par Ia razon antedicha, y
la de D excede a 13 de I,' en 'Ymh.

En resumen, el exccsc de presion entre los puntas A y f" esta equilibrado en

el piezometro por dos -columnas de mercuric de altura h menos una de agua. Sa
bre un mismo plano horizontal, por ejemplo el que pasa par A, 10. diferencia de
altura piezometrica entre los des depositos, es:

u, ('Ym-__2!_
'Y

La diferencia de cotas piezometricas entre los depositos es hl-h" diferencia que
es justamente cquilibrada per los desniveles del mercuric en el piezometro. Por 10
tanto:

de donde

hT-h2
b=rrr-r-r-r-r

2 ('Ym--'Y)
Como ejemplo de la variacion de presicnes en fluidos cornprensibles, po

drfamos calcular la repatticion de presion atmosferca. La formula a que se llega
puedc considerarse como elemental en la nivelacion barometrica

En la ecuaci6n (6, g J<, sacado de la ecuacton caracteristica correspondiente,
vale:

o l<=-·······? p".
o

p,(/+"')

Reemplazando los valores, notanda que �; P" cs el peso del aire a (J0 y a pre
sion J}". que vale 1,15 Kg/n13 y si tomamos p,,=10000 Kg!m', 0 Sea, ia presion
atmosferica metrtca. se tiene:

g J<
1,25

/()OOD (/+" ,)

que introducido en la ecuacion ya citada nos da:

P 1,25L -- � -- -

----- (z -z)
p. JOOOO (J +",)

•

Despejando i.li Y rccordando que Cl=O,OOJ36, nos queda:

, 0,000125

LP�-i+(),00366 ,
(z,-z)+LJOOCO

Si sc pudiera accptar, en desacuerdo con la experiencia, el equilibrio isctermico,
o sea, I =cle; 10° por ejernplo, tendrfamos:

Lp�O,000121 (z,--z)+-9,21I
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Partiendo de z" =0 se obtiene finalmenre:

Lp=9,211-0,OOO!21 z

Dando valores a z se obt iene los valores de t1 que van a continuacion:

z 0 1000 2000 3000 5000 10000 20000 metros

p 10000 8910 7940 7080 5560 )020 900 Kg/m�
p/'Ym 0,735 D,655 0,504 0,52'J O,40S 0,222 0,066 Columna de Hg.

No correspcncle aqut tratar el problema mas cercano a Ia realldad. del equtlt-
bria adiabatico.

Equilibrio solido., . La ley de variacion de presiones dada por Ia ecuaci6n (3 es

aplicable a los ffuidcs en movimiento, si este se erectoa en todo el conjunto sin de

formaciones. Tal sucede. por 10 menos aproximadamente. en el Iiquidc contenido en

un vas') que gira en torno de un eje vertical. Este movimiento de rotacion del vaso

que va comunlcandose desde las paredes a las capas liquidas vecinas y que por es

tas se propaga a cede �I conjunto, se acepta perfeccionado en toda 1a masa, consti

tuyendo un case del fenomeno llamado eouilibrio solido.

En este case es posible aplicar al fluido en rnovimiento la ecuacion de equilibria,
si de acuerdo con el ptincipio de D'Alembert se agrega a Ia aceleracion de las fuer

zas exteriores 18 fuerze de inercia, que es e] producto de Ia masa per 1a aceleracion

efectiva cambiada de signa. En nuestro caso la fuerza de inercia es Ie fuerza cen

trifuga.
Eligfendo un sistema de eje Z en el eje de rotacion y otro radial, podremos

escribir la ecuaci6n (J, notanda qL1C la proyeccion Z vale --- g y que en el radio se

proyecta en verdadcra magnitud 1a aceleracion centrffuga que vale w� r, si la velo
cidad angular constante es co. La ecuacicn diferencial (3, nos dice en este caso:

I
-dp==w2rdl ··-gdz
p

Supongamos que e! origen de cocrdenadas csta en el punto en que la superficie
libre corte al cje de rotacicn 0 cje Z; descontemos J2. presion atmosfenca e integre
mos desde z=O, donde p=O y r=(I, hasta un valor z en que el radio cs r y la

presion p. Dividiendo par g tenemos:

I ('P- dp =

1'
•./ 0 Of' ('w,� r dr- dz

/, 0 '" 0

p
o sea;

2&
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ecuacion que nos da la altura de presion-en el

puntc de ccordenadas z vr . Si hacemos p/')' =cte.

tcndremos Ja ecuacion de una superficie de nivel

y como caso especial para p/'Y=O, In superfi
cie libre. Las superficies de nivel son parabo
Ioides de revolucion en tome del ejc Z.

EJEMPLo.-En un vasa cilfndrico de O,S m.

de diametrc y 1 m. de altura hay 0,100 m' de

agua. Se imprime al vasa una rotacion en torno

de su eje de 120 vuclt.as POf minute. Se pide
detcrrninar la forma :/ ubicacicn de la superficie
Iibre del llquido. (j:i}.;, 4).

La ecuacion del paraboloide de Ia superficie
libre contando las z desde el punta en que ella
corta el eje, es :

2g

La velocidad angular vale, en radiancs par

segundo:

0.503

Pi!'.. 4

120.2 �
w=

----6{)-·
- =12,56 seg-1

y por 10 tanto introduciendo valores:

12.56'
Z = --_. r� "='�8 04 r�

19,6
'

Dando valores a r se tiene los siguientes puntos de 13 traza de la superficie
libre sobre un plano vertical diametral:

o
o

0,05
0,02

0,10
0,08

0,15
0,18

0,20
0,32

0,25 metros

0.503 >

Los ulttmos valores de r y z indican que 0,503 mts. mas alto que el punto de
orfgen, el parabolcide corta la pared del vaso.

Para determinar la posicion del origen respecto a la base del vasa, basta escribir
la ecuacion que dice que Ia suma del volumen del liquldc mas el huecc del parabo
loide es igual al volumen del cilindro cuya pared toea el Iiquido.

EI volumen hueco del paraboloide es 72"R'rlh, siendo r el radio del cilindro. en

este caso 0,25' m. y h Ia altura que vale 0,50}. Asi calculadc el volumen del parabo-
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loide es: o,O·J:;4 me. E1 volumen del Iiquido es 0,1 ms. Llamando z" Ia altura del
origcn de las z, contada desde el fondo, tendremos la ecuacion:

de donde

tt: • U.25'. (0,503 +z,) =tt.L 00+0,0494

,

lnteresantc tambien dcsdc cl punto de
vista tecnico: pero realizable en la practica
solamentc en circunstancias especialcs, cs ('1

so[i.;;'o que se brcduce entorno ,!e un

eje horizontal

En cstc caso, S1 () es 13 proyeccion del

ejc de rotacion en Ia figur�r 5, un elemento
de vclumen liquido situado en el punto B,
8 18 diatancia radial r del eje, esta sometido
a su peso, cuya fucrza por unidad de masa

es � Y a 18. fuerza centrffuga que es (0)3 r, El

triangulo /\BC, ccnstrufdo co!") los vectoresg,
w2 r ':I' 51..1 rcsultante, cs semejantc 31 OEOI
formado per cl radio r

, let prclongacion de

[a resultantc y Ia vertical Ievantada dcsde O.

rig. ). Se tienc. pues, Ia relacion:

,
,

"
r
,
,
,
,

\
,

\,
,
-,

-,
,�

.....

o sea

00. r

00,=
g

w'

£1 punto .r� cs un punta cualquicra ; podrerncs por 10 tanto haeer 13 misma

construccion para otto, y obtener el mismo punto 0, que dista gjUJ2 de 0, conatantc

para todos los puntas que consideremos.Esto signiflca q1J� el punta OJ es de concurrencia

de todas las resultantes, y en consecuencia, que los superficies de nivcl, normales a

Ia result.ante, son superficies cilindricas cuyo eje, paralelo al de rotacion, pasa por
Or. La superf.cic libre 10 seria tambien. r)E;1"O como no es de revoluci6n en torno del

cje de rotac.ion. sc conservacion exiairia deformacioncs 0 desltzumtenros del Iiquido,
contrar-ies a 13 hipotcsls del equilibrio solido.

Es de notal" que 0, tiende a confundirse con 0 cuando la velocidad de rota

cion ttende a infinite Si cl recipicntc esca totalmcnte Ilene, cs tambien posible la

verificacion de estc equilibr io solido.

10. Prtndpio de' Alquimides , -Para cstudiar las prcsioncs tOt8.lCS y cl cquilibr io
de los cuerpos tlotantcs, se aplica 131 llamado pr-incipio de Arquirnedes, cuyo enun

ciado va a continuacion: c Un cucrpo inmovil, total 0 parcialmente sumergldo en

un [fquido, esta sometido a presiones que tienen una resultante unica, vertical as-
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cendente, cuyo punto de aplicacion es e1 centro de gravedad del volumen lfqujdo
desalojado par el cuerpo y cuya magnitud (5 el peso de este VOlU111en de Iluido>

Este principia es una consccuencia de aceptar que el solido sumergido no

afecta la isotropia del fluido en equilibrio, es decir, que en la superficie del solido
Ia eapilaridad es despreciablc y las presiones son normales Es como si se dijera
que las presiones que se ejercitan sobre [a superficie del cuerpo sumergido son las
mismas que se ejercitarfan en esc lugar si el cuerpo sumergido no existiera y con

tinuara el fluido.
Se aplica el principia a cuerpos sumcrgidos en Hquidos superpuestos contando

los pesos de los volumcnes desalojados de cada

Iiquido entre los planos horizontales de sepa-
racion. En cuerpos flotantes se desprecia el peso
del aire desalojado.

Se puede demostrar este principio descorn

poniendo el cuerpo en Infinitos prismas elemen

tales, horizonrales primero y verticales despues.
y estudiando las presiones a que estan some

tidas sus bases. Considerando un pr-isma hori
zontal elemental (fi::.�. 6), encontramos que las

presiones unitarias sobre ambas bases oblicues
son de igual magnitud, pues ambas valen el

peso de la columna Iiquida de unidad de super
ficie Y cuya altura es Ia altura piezomettica
El valor de la presion total es esc presion uni

taria por el respective elemento de area y se

proyecta cada una sobre la direccion horizontal
Fig. (j

del priema, multiplicada par el coseno del angulo que forma 18 presion con esa

direccicn, el angulo es igual al que forma la cat-a cblicua con Ia seccion recta del pris
rna. Cada proyeccion vale entonees la presion unitar-ia por la seccton recta y son, per

conaiguiente, iguales y de signo contrario. Su suma sera par 10 tanto nula. Igual cosa

ocurre con todas las componentes horlzontales. Luego 10 resultante, no teniendo

componente horizontal, es vertical.
Si dcscomponcmos el cuerpo en prismas elemcntales verticales, cs valida la

consfderacion anterior sobre el angulo. El exccso de presion en la base inferior
sobrc la de la superficie superior es la altura del prisma elemental multiplicada por
cl peso especifico del agua y par SLi scccion recta: cs decir, cl peso del prisma como

Sf fucra liquido. La suma de tcdos estos excesos nos da, para 1a resultante, el valor

del peso del Iiquido desalojado. EI punta de aphcacion de la resultante es, par

consiguiente, el centro de gravcdad de-l fiuido desalojado, que puede coincidir 0 no

con e\ del cuerpo, y que se llama centre) do ccrcnc.

Mas sencillemente pudo haberse demostrado cl principle de Arquimcdes, aten

diendo 8 que las presiones que se ejercitan sobre un cuerpo sumergidc son iguales a

las que se cjercitarfan sobre b. superficie de Ia n13sa liquida que el reemplaza. Esta
masa fluida cstarfa en equilibrio y por 10 Lulto SLI peso cs igual a la resultante de
las presiones que obrarian sobre Sli superficie, pOl' 10 tanto, esta resultante es igual
y de signo contrario al peso del liquido desalojado y se apUea en el centro de carena.
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En 103 cuerpos flotantes, las presioncs superiores en los prismas elernentales
son nulas. La parte sumergtda se llama cc-enc.

La resultante de las presiones se llama subbresion, peso perdido 0 deplaza
miento.

11. Prcsiones tctales.e-Si las paredes son planas, es sencillo el calculo de pre
stones totales sabre areas limitadas de elias. Se trata en este caso de presiones
elementales normales a la pared, que forman un sistema de fuerzas paralelas del
mismo sentide, que siguen una ley de variac ion proporctonal a Ia altura vertical
del liquido: equivale el sistema a una resultante unica. Si la pared tiene plano
vertical de simetrfa, en €:1 estarf situada Ia resultante, porque en ese plana estan
las resultantes parciales de las presiones sabre fajas hcrizontales elementales.

Sea calcular la presion total sobre una area ltmitada situada en una pared
plana q.. .ie forma un angulc a can la horizontal (jig, 7). Elijamos como eje de las

o

",'.l'.''''''",'
----

x

--- ---- ---- - __- ----

y

X Ia intersecci6n de la pared con le superficie libre, y el de las Y cn la linea de
maxima pendente del plano en que esta el area. Un elemento dw soporta una

presion total elemental 'Y h d w; h vale vsen Q, y por 10 tanto, la presion es: 'Y Y
sen a ,t w. La preston total es, por ser las fuerzas paralelas, la suma algebraica de
tcdas las elementales hasta cubnr el area.

. ... (7

Notanda que el integral es e] momento estatico de la secctcn respecto a1 eje
OX, producto de area 0 por la distancia del centro de gravedad de ella al eje, lla
mando 'Y 1a coordenada de dicho centro, se tiene:

.... (7 a



" Corne. 1'"" �en a es hi preston en elcentro de gravedad, se "puede ·decir que la

preston total es.el.productode Ia presion. enelcentro de.graveded per Ia magnitud
del area.

Los momentos de la presion en un elemento d u,. respecto a los cjes.i'son:

-r sen e . y� d w

v sen a . x y d�

Los momentos de la resultante son pues:

Q
M='Y sena)o y3dw=Pa

Q

L="I .sen a Jo xydw=Pb

Las coordenadas a y b del punto de apllcacicn de la resultante sabre el area
las obtcndremos dividiendo estos mementos de la resultanre por-Ia magnitud de
ella:

.... (8

En el valor de a de las expresiones (8, el numerador es el momenta de iner

cia del area con respecto del eje de 1a x·. Este momento de inercia referido al que "

el area cia respecto al ejc horizontal que pasa por su centro de gravedad, vale:

It + 12 'I]�; 1,IJ vale a su vez IJp2 llamando p al radio de giro. Notando que el
denomindor vale, como se dijo, n 1], se tiene:

es decir. que el punto de aplicaclon de Ia presion total 0 centro de presion estf

siempre mas bajo que el centro de gravedad del arcs. La ecuacion, edemas, de
muestra que 2 mcdida que aumenta la profundidad a que se encuentra situada el

area considerada, t.ienden a coincidir el centro de gravedad con el centro de presion.
Si el area es horizontal, las formulas (la, y (8, conducen a una indeterminacion

aparente que Sf' salva considerando que sabre el area obra un sistema de fuerzas

paralelas e iguales, 0 si se quiere, que Ia resultante vale el peso del cilindro liquido
que gravira sabre cl area.

EI calculo de las presiones sabre paredes curvas se puede efectuar dividiendolas
en secciones pequefias astmilables a areas planes 0 descomponiendo las presloncs
elementales en tres compcnentes: des hor izontales de direcciones elegtdas y una ver

tical. Las resultantes parciales de estos tres sistemas pueden no concurrir.



Cada resultante horizontal tiene la misma magnitud y linea de accion de la
presion total que obraen jaiP�()yeccj6n,.del"area�curva sobre un plano vertical per

pendicular a Ia direcci6� d� ella. La componente vertical t.iene la magnitud y linea
de acci6n del peso del cilindro vertical de Hquido que gravita sabre el area. St la
superficie curva esta limitada por una curva plana, segun el principia de Arquime
des, Ia presion equlvale aJ"sistema de fuerzas constitufdo par lapreslon que se ejer
etta score el area plana que llmita a la curve y par el peso del volumen del llquidc
encerrado entre ambas superficies.

Se acostumbra descontar de todas partes 18 presion atmosfertca cuandc ella
obra en ambos Iedos del area euya presion

..... ,.<'."
.•

�e�"'�.-'�2�m=-----�'--�-
�:"!-.-f.--- ---t-----

Fi.g.8

se calcula.
En flutdos sometidos a grandes presio

nes se suelen despreciar, en areas pequefias,
las variaciones de presion debidas a la ley
hidrcstatica.

EJEMPLO I.-CaIcuiar Ia presion total
y la ubicecion del centro de presion sobre el
area triangular de la figura 8 J situada en Ia

pared vertical de un estanque, cuyc verrice
dista 2 metros de la superficie Hbre y que
tiene un lado vertical.

La distancra del centro de gravedad
del triangulo a la superficie libre es 2+
'I. ·2=3,33 mts. La presion uniraria a esa

altura es 'Y 3,33 Kg/rot; el area del tnan

gulo es 1,5 mi. Per 10 tanto la presion to

tal ea:

.

15
Sobre un elernento de area; dw =T (Y-2) d)" obra la presion unitaria '"YY;

per 10 tanto Ia presion total sobre el elemento es:

1,5
Pdw=1'-2-(y-2) ydy

que da los momentos:

respecto el ej e de las X

respecto del eje de las Y

l' 0,75 (y - 2) y' dy
y

-20,75 [Y -2]' y dy

Los mementos de la resultante respecto a-los eies valen:
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L=O,f61 ;!:(Y-2)'YdY=Z625 Kg. m.

L 2625
b = �= --=0 525rn.

P 5000
'

EJEMPLO 2.�Calcularla presion total y el puntc de aplicacion de' ella sobre la
s.rperficie de cuarto de cilindro recto de 2 rn. de radio y
3 m. de altura colccado horizontalmente como 10 indica la

figura 9.
Como esta superficie tiene plano de simetria Ia resultante

esta situada en este plano.
Descomponiendc las presiones en una vertical Ph' perpendi

cular al plano AJf\rpQ, y en otra vertical Pu; avaluaremos se-

paradmente ambas resultantes parciales. La horizontal vale: Fig. 9

p.=-y ./.6=6 000 Kgs.

y su linea de acci6n horizontal esta, aplicando la formula general (8, a:

3.23
al =--- = 1 ,333 m, de la superficie libre.

3./.6

La componente vertical, peso del cuartc de cilindro liquido, vale:

P, 9493 Kgs.

y su Iinea de acci6n dista a:a=O,6r.Ol07=O,848 m. deducida de Ia situacion del
centro de gravedad del sector (I), a partir de Ia vertical que pasa par el centro de

figura del ctlindro.
El valor de Ia resultante general, a sea, la presi6n total sabre Ia superficle cur

va es:

P=V6000' + 9423'_1117/ Kgs.

Su inclinacion respecto a la horizontal es:

9423
tga=--=/57

6000
' a=f7030'

Tambien puede calcularse esta inclinacion tomando en cuenta que 1a resultante

(1) Hutte, edtcton espanola, 1926. Pag, 204.
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nocidos Q, Y Q2 tenemos, (F:;'ig. 9a).
p':;S8 per el eje del ciiindro. debido a que todes las componentes pasen per €1. Cc .

12.- Cuerpos fiotantes. -. Estu
dlaremos las .condiciones elementales
del equilibtio de los cuerpos fiotantes.

En un cuerpo tctalmente sumer

gido, en equilibria, cuyo peso es por
10 tanto igual a1 producto de su volumen por el peso especifico del fiuido, In sub

presion cs igual al peso del cuerpo La condicion primera de equilibria es que el

centro de carena y el de gravedad del cuerpo, ester; en una vertical. Estos centres

no coincidiran si el cuerpo no es homogeneo.
Para que el equilibria sea cstable, es necesario que e1 centro de gravedad estc

mas bajo que cl centro de carena ; PU(S una rotacion en tome de este orfginar ia un

par de. reaccion, ccnstirufdo por la subpresion
ascendcnte que se aplica en el centro de care

na y el peso aplicado en cl centro de grave-

dad, que tiende a restablecer Ia forma de

equilibrio que existia, que es de potencial mi

nima, (fig. 10)
St el centro de gravedad y el de carena es

tan en una vertical, perc aquel arriba, el equi
libria tS inestablc, pues cuatquier roracion en

torno del centro -de catena, genera un par que
tiende a llevar el centro de gravedad a su po
sicion mas baja. Una rotacton virtual en rorno

de un eje vertical, dar-ia trabajos nulos de las

Pig to Iucraas. peso y subpresion. Otro tanto sucede

con una traslacton horizontal, de manera que
estos movimientos manifiestan indiferencia 81 equilibria.

Para el equilibrio de cuerpos fiorantes es necesario que el peso del cuerpo y la

subpresion sean iguales y que los puntas de eplicacion de las fuerzas se encuentren

en una vertical. Perc st imaginamos un cuerpo flotante homogeneo, es imposible que

el centro de gravedac estc mas bajo que el centro de carena. Rotaciones virtuales

en torno del centro de carena altcrarian su volumen y forma trasiadando su centro.

De modo que 13 condcton de cquilibric csteble en cstc case es distinta de 18 de los

cuerpos surncrgtdos.
Para estudiarla, consideraremos unicamente el caso de un s61ido flotante que

tiene un plano vertical de simetria en que est an situados el centro de gravedad y

el de carena, constdcrando tres rotaciones tofirucesimales.

1,333
tg IX = --- = I 57

0,848
'
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Fig.9a

(Continuara,)




