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Una ecuaci6n de estado
en los gases

INTRODLiCCI6N

EN
el numero de Mayo de los AN:'.LES aparecio un traba]o mfo can estc

titulo, perc entonces yo no expuse el camino que segul para llegar a dicha

ecuacion. En el presente articulo voy a indicar los calculos y las constde.

raciones que tome en coenta.

Yo queria ver st 13 tecrfa de Planck era valida en los gases. Apliqu€: entonces

105 dos prmciplos fundamentales de Ia Termodinamica a esta teoria, y utilizandc una

transformada en I y Z. pude Iacilmente obtener una ecuacion de estado y compa

rarla can las ecuaclones de estado mas impcrtanres ya conocidas en los gases. Las

cantidades auxiliares Z c I son como ya 10 indiquf antertormente

p (v-b)
1------

R'T

ENERGIA INTF.:RNA EN LOS GASE.S

La presion interna Pi t iene por expresion

luego se tiene para Ia energla interne

U �I" (T) + rAp; d v

Hacienda

I" (T) �c'T

obtenemos

1 )
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La cantidad c' es aproximadamente una constanre igual al calor especitico del

gas real cuando este se encuentra muy proximo al estado perfecto.
Para una ecuacion de estado cualquiera se puede caicular Ia integral que figura

en Ia f6rmula anterior por 18 relacion conccida

que debera expresarse eligiendo como variables v y T.

Designando ahora:

I
p;

z�
p

2)

( I�
p (v-b)

R'T

1a ecuaci6n (1) se puede esctiblr en [a forma'

3) U�c'T (l-K Z y)

siendo K aproximadamente una constante. Un gran numero de ecuaciones de estado

propuestas por diversos flslcos, nos dan para X una funcion que s6lo depende de v,

como se indica a contlnuacicn. La formula de Reiganum indica que, tambien 18

temperatura inf'uye, perc debilmente. en eJ valor de K.

Para un gas monoatomico se tendria, segon Dtetencr.

v

K� .

v-- b

y como fa constance b es aproximadamente iguaJ a un tercfc del volumen critico,
resultaria que K difiere muy poco de la unidad para uri gas monoausmico, SellAfl Die

terici.

Los c.Slculos indican para K los valores que he anotado a conttnuacion para

diversas ecuaciones de estado muy conocidas en los gases.
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Ecuaclones de cstadc Valorcs de K 1 O_b_serva�io�es__

IR, es la constante muy cono
I

cida y se tiene

Van de Waal, Lorentz, Boltz-.
man, Planck, en gases mo-]
noatomicos

Dos ecuaciones

por Clausius
propuestas ( 1 +

Dieterici

AR'v
-- ---

c' (v-b)

AR'=C'-c'

.:"._) _A R'�_
La ec.u�ci6n de estado de Die-

v c'{v-c-b) terror es

( p + _a_) (vv"I
I

Y su presi6n interna es

.8..R'v

(n--I) c'(v-b)

a

I P'=7
5

IY
dcho autor da n =

3

La [uncion K, que como se ve por los resultados del cuadro es aprcximada
mente una constante, t.iene gran invoortancio en el analisis que )'0 hago a conti

nuacjon.
NUEVA ECUACIOr..- DE E51AOO EN L0S G.\SES

La relacion establecida POT Planck entre 18 entropia, Ia energia mterna y el

quantum E es:

4) <; R f( U, ) ( U, ) u, U, ],,= l 1 +
�.-- log 1 +

-,-
--.-

-,--- log
-,-.

En esta ecuacion R es la constante de Planck, por log designamos un Jogaritmo
neperiano. Su demostraci6n puede consultarla el lector en Ia traduccion espefiola
de la obra alemane, Reiche, «Teorfa de los Quanta", peg 161

Yo me propuse determiner la ecuacion de estado que corresponde a Ia expre
sian de Planck (4) y hacer en seguida una comparacion can las ecuaciones de esta

do propuestas por otros ffsicos, como las de Clausius, Van der Vaal, Boltzman: es

el objeto del presente trabajo.
Segun los dos pr incipios fundamentales de Termcdinamica.

de donde

T d S = d U + A p dv
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,S ) 1

(--- �--

,U v T

Aplicando esta relacton se deduce de (4)

<-I
siendc

8

SI> •• admite que el termino � ( bUf \,> d
>

bl t 1 ld d""-' sea esprecI3 e an e a un! a
,

e a 1 _ V

se Ilega entonees a la celebre f6rmula de Planck.

eRr --1

Introduciendo ahara la constante de Einstein, tenemos como expresion de la

energia inrerna

5)

Supondremos que e es de la forma

Ta

siendo f una funcion del volumen especifico y a. exponente de ia temperatura una

constante. Si a fuera cera e dependeria s610 de v. Apliquemos ahara una de las fun
clones de Massieu, muy conocidas en Termodinamica, definida por las relaciones

siguientes:

6)

(oIl.) �Ap
,V T

Reeplazando el valor (5) de U en la primera de las ecuaciones (6) y efectuan
do la tntegracion
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H aR ( ')-

= -
-- log 1 RT + F (v)

T 1+" -e

Desprectando F (v) y aplicando la segunda de las ecuaciones (6):

7) Ap �-

Se sebe que la presi6n interna es dada por la expresi6n

y entonces de la ecuacion (5) obtenemos:
e

8)

De (7) y (8) se deduce haciendo

=Z
p

e

9) z = - (I + a) (I _
--",,�T

, )RT ( eRT__:)
De ecuaciones (3) y (5) se deduce

c'T(J-KZy) ,

CRT -I

De (5) obtenemos Iacilmente desarrollando en sene la esponenclal, y pasando
al limite una relacion entre las constantes

Ra = c'

y entonces

e

10) I-KZy =
----

RT(eR:-l)
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De (9) Y (10) se deduce:
,

Z � -(I +a) [1-eR:;: (l-KZy)]

z
1+

l+u
eRT = -----

I-KZy

y designando por L un logar itmc nepertano:

1+
I --1- {l

L
RT i -KZy

, ,

Reemplazando ahora eRT y

clones en (10)
eRT expresados por las dos ulttmas ecua-

Z
1 -1-

+ K y ) � L
I-f-a

I-KZy

siendo

RT �Z(�l +KY)a+1

Si (0 dependiera unicamente de v resultarfa que a serfa cera y entonccs ren

driamos

Z (1 + K y )
I+Z

L �---,,'=-=�

I-KZy
II)

,

-- � Z (l + Ky)
RT

relaciones que deberian ser rigurosas 51 la teorfa de Planck fuera exacta.

En el caso mas general que analizamos hacienda el desarrollo en aerie y pa
sando al limite se obtiene

K---
1+«

y las ecuacjones generales podemos escribirlas:
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K Z (I -+ y) L
! +KZ
1-KZy

12)

RT
K Z (I + Yi

Hemos demostrado al principia de estc trabajo, que las eeuaciones de estado

propuestas por diversos flsiccs dan para K una funcion que depende s6lo de v,

pero el anal isis de la teoria de Planck indica que K dependeria de v y T, y que si

I( dependiera �,6Io de V, la presion interna serfa nula. 1'\0 hare la demostracion.

que, por otra parte, es sencilla.
Como las ecuaciones de estado mas conocidas dan para K un valor «proxima

darnente constante, admitf al principia como ensayo en ecuaciones (12) un valor
constante. L8S graficcs que acompafio dan a conocer la importancia de estes ecua-

3 3
clones. Hacienda' K =

-4-- y K =

2 obtenemos dos curvas que corresponden aproxi-

madamente a las de Clausiuis y Van der Waal. res-ectivamente. Es interesante

ademas observar la comparacion can la ecuacion de estado de Boltaman. Un mejor
acuerdo con las curvas de Clausius Y \'an dcr Waal se obttene can los valores

K=O,66 y K=I,32, respectivamente.
Se observa facilmente que las curvas logaritmicas para los diversos valores de

rz se deducen fectlmente de la curva trazada can K = 1 ; basta mult.iplicar las or

denadas de esta por una constante. De csta misma propiedad gozan las curvas re

presentadas por la ecuaci6n general

que expresan, como hemos vista, las ecuaciones mas importantes que han side pro

puestas en los gases Y 5610 difleren unas de otras en el valor de la constante a. Se
deduce entonces que si una curva del tipo logaritmico (12) coincide aproximada
mente para un valor de I< can una del tipo (13) para un cierto valor a, para otro

valor 1<1 Ia curva logaritmica coincidira tambien aproximadamente con otra del

tipo (13).
Para aclarar otro punta lnteresante. admitamos que Ia ecuaci6n de estado de

Clausius represente mejor los resultados experimentales.
La transform ada sera'

14)

Pero hemos vista al principia de nuestro estudlo que la expresi6n de K, para Ia
ecuacicn de Clausius es

AR v

c'(v - b)
v
, ,

!o que nos da aproximadamente para un gas diatomicc
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Sin embargo, Ja curva logaritmica del tipo (12) que coincide cast exactamente

con In del tipo (14) t.iene un valor {-\.=0,66
Existe, pues, una gran divergencia en los valores de K. Perc es necesario obser

vor que no soIamente Ia ecuaci6n de estado de Clausius, sino tambien toda ecuacion
del tipo

! 5) (p + T-(;�m)�) (v b) � R'T

da siempre 18 misma rransformada

cualquiera que sea el exponente n, y la expresi6n de K que entonces se obtiene, es

Reemplazahdo en esta el valor K = 0,66,
AR

y hacienda -- � 0,42
c'

que corres-

ponde a un gas diatomico, y despreciando el termino
m

obtenemos
v

n=I,64

Perc serfa dificil que tal ecuacion (15) con n= 1,64 fuera 011_:S - xacta que ta
de Clausius.

CONCLUSI6N

He demostrado que si el quantum E dependiera s6lo de v, los des principios
fundamentales de Termodinamica dan rigurosomente las reiaciones (11);

Z (I -I- Ky)�L
I-KZy

1 +- Z

16)
e

--_ = Z(1 -t-Kv)RT

Hice notar a1 principio de este estudio que la funci6n !(, scgun las ecuaciones

de estado mas importantes propuestas en los gases, es muy aproximadamente una

constante. Desarrollando en serle la primera ecuacicn (16) y pasando a1 limite con
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2=0 se obttene K=1. Se encuentra as! justificada la ecuacion de estado que yo
elf en los ANALES (Mayo).

Pero una contradiccion aparece y es necesario dar una explicacion. Si reempla
zamos en la 2." ecuac.ion (tt.) Ia cantidad £ cor una Iuncion del volumen y ha
cienda 1< una constante, tendrfamos una nueva ecuacion de estado que nadie po
dria aceptar para un gas real a menos que este se encuentre muy proximo al estado

perfecto,
z-o
t:=0

Resultarfa que s610 el gas perfecto podrfa satisfacer al mismo tiempo Jas des
ecuaciones anteriores (16). ::::e puede. sin embargo, salvar la dificultad y dar una

explicacion en In forma sisuiente ; Supongamos que E sea una funcion cualquiera
de v y 1�; entonces la 2." de las ecuaciones (12) no sufre modificaclon, pero SI Ia

j-rimera, a la que hay que agregar at primer miembro un termino secundario 'W' que

ejerce poca influencia:

e

W�
R T

(AP+U�)
---�-.-------

(AP;-U�)
y que yo obtuve de relaci6n (4) Si e dependiera s610 de v, resulterla

e'
Ap+U-�O

e

Esta ultima ecuacion se obtiene tambien eliminando la exponencial entre (5) :;.

(7) y hacienda c e=fl.

Lo interesante serte ahora comprc.bar si cste termino j-uede restablecer la diver

gencia que hice notar rescecto a las ecuaciones mas importantes, como las de Clau
sius y Van der Waal, en 10 que se refiere aI valor de K.
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Z = ft·
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