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PROLOGO

E
see trabajo

[ue.
originado por el empleo del calculo grafico de la viga

continua que aparece en Ia obra de Kersten «Construccicnes de honnig6n
armados . Despues de numerosas aplicaciones de este metodo, pense que
el calculo sc facilitarfa y se efectuaria en menor tiempo, reemplazando

el complicado y fino dibujo par una serie de abacos que consegul obtener al cabo
de repetidos ensayos.

Una vee alcanzado esto, me interese per conocer en que se basaba el calculo



grafico que tantas veces habia empleado. Ni en espafiol ni en frances (I) enconere
la explication complete de este tema, y las que venfan en obras alernanas que tratan
sabre este punto, sea por dificultad de 18 traducci6n 0 por diferencia de mentalidad
no me dejaron satisfecho. Per estas razones trace de haeer una exposicion logica
de esta teorfa que Iuera scmejante a la que supongo siguio el autor que la des
cubrio.

A! ver que autores como Kleinlogel ha editado recientemente un Iibro de 200
pagtnas para facilitar el calculo de Ia viga continua, he creldo que no estarfa de
mas publicar este pequefio trabejo que tiene eI merito de ser original y cuya apli
cacion a los casos no tabuiados puede competir muy ventaiosamente con Ia de
otros procedimientos.

PEDRO ERRAZURIZ L.

El problema de Ia viga continua y los diferentes metodoe para
resolverlo

1.0 EL PROBLEMA DE LA VIGA CONTINUA

EI problema del ingeniero consiste en determiner las diferentes secciones, (mo
mentos de inercia) que debe tener una viga para que resulte 10 mas economica
posible, ya que Ia economic es la ventaja de Ia viga continua sobre una sene de
vigas apoyadas.

Para obtencr los mementos de inercia, es necesario conocer los momentos flexio
nantes en cads punto de la viga, y estos a su vez. requieren el conocimiento de los
primeros; de manera que el problema es indeterminado.

Los metodos que a continuacion se indican, comienzan par suponer conocidas
las relaciones entre los momentos de mercia y patten de ahl para calcular los mo
mentes flcxionanres y los csfuerzos de corte.

Ha quedado reducido nuestro problema, a calcular los mementos y esfuerzos de
corte maximos, en cada punta de 1a viga, y aun se reduce mas, pues como vere

mas, s610 es necesarfo ccrccct los mementos en los apoyos.
Supongamos un tramo de una viga continua (fig. 1); en sus extremes obran

rnomenios MA y Me producldos par las cargas que existen en los tremos, sea P
la carga uniforme que hay sabre A B y T'A Y TBias reaccicnes de apoyo debido
a esta carga.
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El momento en un punto cualqotera de A B distante x del apoyo A es

(I) Despuds, he vista que Ia traducci6n espanola de la «Estatica Gnlfica» de O. Henkel,
publicada por la Editorial Labor, tree una demostracion basranre sansfactona de esre prccedl
miento.
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p x'
M = tv1A -- T'A X +--

2
(1)

hacienda x=l obtenemos el momenta en el epoyo B, en funcion del de A

(2)

despejando el valor de T'A de esta ecuaci6n, e Introduciendolo en la primera, ob

tenemos e1 mome':1to en un punto cualquiera, en funci6n de los mementos en los

apoyos
l-x x (PX� plx \M �'MA -[-+Ms T

-

-2-- 2--1 (3 )

Esta ecuaci6n tiene una representacion grafica muy sencilla, Observemos el

termino contenido en el parentesis: es el valor del memento que se produce a la

distancia x del apoyo A, de un tramo sobre eI cual existe una caga uniforme p y

que sus extremes esran simplcmente apoyados.
Marquemos los mementos MA y MB (fig, 2) y unamos sus extremes entre SI

y con los apoyos.

Las ordenadas del triangulc ADC, quedan representadas por el primer termino

de la ecuacion, y el segundo representa, las del triangulo BAD.

De manera que sl marcamos a partir de la linea CD las ordenadas de la pa .

rabola de momentcs del tramo, conslderadc como simplemente apcyado, cbtene

mas entre el eje de Ia viga y Ia curva que hemos dibujado, las ordenadas de

momento del tramo de la viga continua.

De la ecuacion (2) obtenemos el valor de

MA-MS +�
1 2

T'A=

Con esto hemos demostrado 10 que habiamos dicho, es dectr, que el problema
se reduce a calcular los mementos de apoyo.
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2." CALCULO POR MEDIO DEL TEOREMA DE CLAPEYRON

Este metoda parte de la base de que el momenta de inercia de cada tramo es
constante, y consiste en resolver un sistema de ecuaciones, que relacionan los mo
mentos flexionantes de tree apoyos sucesivos.

Este procedimiento, que es el que generalmente se emplea, tiene eI inconve
niente de exigir numerosos calculos matematicos. que escdn siempre expuestos a
errores numertcos. Afortunadamente los casas mas sencillos y corrientes, estan ta
bulados

3." CALCULO POR MEDIO DE APARATOS

Este procedimiento, que esta basado en e1 Teorema de Maxwell, consiste en
construir con la ayuda de ciertos eperatos, (Contlnostat, ideado per Gotlschalk,
Nupubest y otros} un modele reducido de Ia estructura que se quiere calcuiar.
Este modelo se puede construir can momentos de mercia variable a constante y
para calculario, se rniden las deformaciones que se producen, para las diferentes so
licitacicnes.

Tiene este prccedimientc, la ventaja de que el memento de inercia puedevariar en un mismo tramo, y que evita los largos y complicados calculos humeri
cos que requiere el metodo anterior; pero tambien tiene un inconveniente, que es
so. e1evado precio, 10 que hace. que su usa sea poco frecuente.

4.<:1 EL METODO DE LOS ('UNTOS FIJOS

Este sistema que fue descubierto per Ritter, y que ha tenido POt" origen el cs
tudio graficc de la elastica de una viga continua, de momento de inercia constante,
ccnsiste en obrener ciertos puntas fijos, des para cada tramc; en uno de eilos. el
de la derecha, el memento se anula cuando s610 hay cargas en los tramos que quedan hacia Ia iaquierda del tramc coneiderado y en el de 1a izquierda se anula
cuando sucede 10 contrario.

Una vez obtenidos estes, se ealcu1an ciertos valores que se llaman ordenadas
de apoyo de las Iineas cruzadas, que tienen la propiedad de que al unir sus extre
mos con los apoyos {trazar las lineas cruzadas), se encuentran en las verticales
que pasan per los puntos fijos, dos puntos que al unirlos y prolongarlos, nos mar
can en las verticales de apoyo, los mementos que Ia carga del tramo, produce en
ellos.

Para calcular con este sistema, se procede a averiguar los mementos, que se
producen en todos los apoyos debido a 1a carga de un tramo. Se repite esta operacion para cada tramc y despues se suman para cada apoyo, 105 valores de los
mementos, que Ia carga de cada tramo produce en el.

S610 nos falta saber, como se puede obtener el momento en un apoyo, debido
a la carga de un tramo que no es veclno a el.

EI diagrama de momentos de un tramo, en el cual no hay cargas. esta com
prendido, segun acabamos de ver por la ecuaci6n (3), entre una recta y el eje de
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la viga. Pero sabemos que en los tramos no cargados, el mornento se anula en un

punto fijo, de manera qoe conocidos estes y los mementos que Ia carga de un tra

mo produce en sus apoyos: no nos queda mas que trazar en los tramos vecinos
rectas que unan sus puntas fijos mas distantes de los apoyos del tramo en carga,
con los vertices de momentos maXilTIOS de los apoyos de este, para obtener en los
apoyos de los dos tramos vecinos los momentos que buscabamos.

En los demas tramos se precede en identica forma

II

EJ sistema gr'fico de Ritter

1.° Los PUNTaS FIJOS

a) En vigas de memento de inercia constante.

Supongamos una viga continua de seis tramos desiguales sabre apoyos fijos,
y de seccton y m6dulo de elasticidad constante y que tiene sciamente el tercer
tramo cargado.

EI diagrarna de mementos de esca viga es el que se ve en la fig. 3, Las areas
de mementos, en los tramos extremes son triangulos: en los tramos intermedios no

cargados son iguales a la suma de dos triangulos, uno positive Y otro negativo,
que nenen per bases los momentos de apoyo Y por altura [a iuz de tramc: en el
lranw cargado es igual al area de momentos positives que este tramo tendria si sus

extremes fuesen simplemente apoyados, disminufda en un trapecio, cuyas bases son

los momentos de apoyo y que se puede descomponer en dos triangulos.
Conslderemos aplicadas en los centres de gravedad de las areas triangulares y

en el correspondiente de la area de momentos del tramo en carge, fuerzas elasticas
positives 0 negativas proporcionales a las areas, y t.racemos el poligono funicular
de estas fuerzas. Este poltgono es a una cierta escala envolvente de la curve elas
tica de 1a viga: pasa por todos los apcyos, puesto que ahf la deformaci6n es nula y
es tangente en esos puntas a la curva.

Los puntas de aplicacion de las fuerzes, que correspond en a las areas trian
gulares, estan colocados en los tercios de las luces correspondientes.

La resultante de cos fuerzas W vecinas, una a la izquierda y otra a la dere
cha de un apoyo, queda sabre una vertical que pasa por el punta de interseccion
de los lades del funicular que encierran a las fuerzas.

Pero esta vertical se conoce de antemano, puesto que Wn Y W n+1 son pro
porcionales a las superficies de dos tirangulos de bases iguales, y alturas iguales
a in y a In+1

Wn = K In
\Vn+1 =K in+l
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EI punto de aplicacfon de la resultante, es el punto donde el momento produ
cido por Wn, es igual al producido por Wn+1 (fig. 4).

I-
I
1----

I
...h.. 1n1'1 �
331

_�o (In + i, ••)---,,1
Fig. 4 b In+1

�-
edemas

de dondc

multiplicando por in
! In (In+ln+l) =b(ln+ln+l)
b=lln a=i- In+1

Luego, para obtener la lfnea de la resultante, basta invertir las distancias de
las fuerzas al apoyo. Esta linea se llama Ordenada ai tercio.

Observemos el triangulo 123 (fig. 3), sus vertices estan sabre rectas fijas y
paralelas, y dos de sus lados pasan por puntos fijos, que son los des primeros
apoyos. Par io tanto el tercer Iado debe pasar tambien por un punto fijo en linea
recta con los otros dos. Luego cl punto [2 es un puntc fijo, que s610 depende de
la Iuz del primer tramo y de la luz del segundo.

Para el triangulo 1'2'3' se puede decir 10 mismo: luego D" es un punto fijo.
Si nOS fijamos ahara en el triangulo 5'6'7' vemos que tambien tiene sus ver

tices sabre rectas fijas y que dos de sus lades pasan por puntcs fijos, que son €1
quinto apoyo y cl punro Ds; luego e1 punta D4 es tambien fijo.

La mismo puede decu-se de los triangulos 5 6 7 y 9' 10' II'. De manera que
los puntas 13 Y D3 son tembien puntos fijos.

Los puntas fijos Iz D. y D5 se han obtenido al cort.ar eI eje de la viga, can

Ia prolongacion del lade del funicular, que queda comprendidc en eI tercio central
del tramo, y los puntos fijos IJ Y D3 se han obtenido prolongando hasta cortar
el ej e de la viga, los lades centrales del poligono funicular del tramc en carga.

Ahora consideremos un tramo aislado, de una viga continua, sabre el cual no

hay cargas, pero que tlene sus extremes sometidos a momentos fiexionantes, prove
nientes de cargas que obran en tramos vecinos de la izquierda.

Sean MA Y Me los momentos (fig. 5). Como hemos visto, el area de mo-
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mentes es Ia diferencia de dos trlangulos ABO y BDE cuyas areas son represen
tadas por fuerzas elasticas W

Construido el poligono funicular de estas fuerzas, se puede observar, que pro
longando el lado de este poligono comprendido en el terclo central se forman dos
triangulos AFH y BGI que son semejantes respecttvamente a XZO' y a XYO'
entcnces

AH XZ
-,-= 00'
T

perc XZ = WAY como W A = K MA; XZ = K MA

I
AH �

3.00'- XZ � K, XZ

de donde

AH � KK,MA�K' MA
Bl � KK, MD � K'MB

Luego, la recta HI represent a a otra escala 10 mismo que la recta DE, y al
punto C, que es dcnde eI momento es nulo, le corresponde el punto J que es donde
corta a AS, la prolongacion de FG, lado central del funicular.

Con esto hemos demostrado que los puntas fijos antenores, son tambien pun
tas de momenta nulo, cuando sobre ellos no hay cargas.

En cada tramo hay, pues, dos puntos fijos, unoa la izquierda. donde se anula
e1 momenta cuando el tramo cargadc esta a su derecha y otro a la derecha. en
el cual el momenta es nulo, cuando el tramo en carga queda a Ia izquierda.

Como se comprendera Iacilmente, el primer apoyo es tambien el punta fijo
de la Izquierda del primer tramo y el ultimo apoyo, es el ultimo punto fijo.

De manere, que una vez obtenidos los momentos en los apoyos de un tramo
cargado,su influencia en los demas apoyos, se puede calcular Iacilmente si se cono
cen los puntas fijos.

b) En vigas de momento de inercia variable de un trarno a otro, pero constante
en cada uno de ellos.

Como ya sabemos, el polfgono funicular de las fuerzas elasticas W, es a una
cierta escala envolvente de la curva elastica. Si se toma, como distancia polar del
diagram a de vectores de las fuerzas elastfcas W, el producto Ej, obtenemos la
verdadera inclinacion de la viga en los apcyos.

Si consideramos una viga continua, en Ia cual los diversos tramos tienen dis
tintos mementos de inercia, el diagrama de vectores, tendra una distancia polar
distinta para cada tramo. Para tener un pollgono de vectores, can una soja dis
tancia polar, habrje que apllcar como Iuerzas elasticas W, no las superficies de mo

mentos, sino escas. divididas por el momenta de inercia del tramo respective.
Las nuevas fuerzas vecinas del apoyo n, seran:
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W"n_1 y

Estas fuerzas, como las antiguas, estan aplicadas en los tercios de los tramos;

y la resultante de estes pasa par el punto de momento nulo.

W"n-I a = W'nb

Este punto se encucntra, al dividir la distancia } (In-l + In) en dos partes a y b,
tales que cumplan Ia relacron anterior.

Los puntos, tales como 12, I}, D}, Dol Y 05, en el nuevo pollgcno funicular,
tambien son puntos fijos por las mismas razones anteriores.

La demostracion, de que estos puntas fijos, son tambien puntas de momento

nulo, hecha en paginas anteriores, es tambien valida en este caso.

2." METoDa GRAFIeO PARA DETERMINAR LOS PUNTOS FIJOS

a) En vigas de memento de inercia constante.

De 10 que hemos visto mas arriba, se deduce un procedimiento grafico muy
sencillo para determinar los puntas fijos.

Se dibuja eI diagrama de la viga y se dividen los tramos en tres partes igua
les y par los puntas de division se trezan perpendiculares; despues se obtiene Ia
ordenada al tercio para cada apoyo, lnvirriendo los tercios contiguos a el.

Par el primer punta fijo, que sera el extrema de la viga si esta simplemente
apoyado, se traza una linea can una inclinaci6n cualquiera (fig. 6) que corta a Ia
linea del segundo tercio en el punto I y a la ordenada al tercio en 2.

I

r-- �-._-+-
,

'-- -It

,

Fig. 6

Uniendo 1 can B 'y prolongando, se obtiene en Ia interseccion can la linea del

primer tercio del segundo tramo, el punta 3, y par fin, uniendo 2 can 3, obtene-
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mas al cottar el eje de la viga, el punto [2, que es el punta Fijo de la izquierda del
segundo tremo.

Identica construccion partiendo de Iz nos da 13 y as! sucesivamente obtene
mos rodos los puntos fjjos de la izquierda.

En forma analoga se obtienen los puntas fijos de la derecha. partiendo del
punto fijo de la derecha del ultimo tramo.

Si el extrema de la viga csca perfectamente empotrado, se considera que
existe otro tramo anterior cuya luz es igual a cero: de manera que al invertir
los tercios vecinos al apoyo de empotrarniento, obtenemcs, que la ordenada al
tercio, coincide con 1a vertical trazada por el primer tercio, y que por 10 tanto los
putos 2 y 3 quedan en la misma vertical y la linea 23 confundida con ella, de
manera que 12 queda en el punto tercio del primer tramo.

h) En vigas de momenta de inercia variable de un tramo a otro, pero cons
tante en cada uno de ellos.

Como hemos vista en pagmas anteriores, Ia (mica diferencia de este easo con
el anterior, consiste en que la linea de Ia resultante de las dos fuerzas elasticas W
vecinas a un apoyo, no se obtiene al invertfr los tercios contiguos a el, sino, dlvi
diendo esta distancia en dos partes proporcionales, a In+IJn y a InJn+I'

La construcci6n grafica, es la siguiente:

1----- l n
- ---r-----��------�- .. l., + I

----

I-kJ

Fig. 7

J.. LAS LINEAS CRUZADAS

Supongomos un tramo de una viga continua (fig. 8) sabre el cual existen
cargas que producen una area de mementos positivas, tal que su centro de grave
dad queda a la distancia y del apoyo A. En los apoyos se producen mementos
negatives MA y MB que son las bases del area trapecial de mementos negatives.

Como hemos vista, esta area puede descomponerse en dos triangulos.
Consideremos, como antes, aplicadas en los centres de gravedad de estas areas,

fuerzas elasticas W proporcionales a ellas, y tracemos el poligono funicular de estas
fuerzas.

Prolonguemos hacia arriba, y hacia abajo, haste ccrtar las verticales de apcyo,
los lados del poligono funicular cornprendidos en el tercio central.
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A

fi,g,B

I
I

..J
Como ya sabemos, los puntos In y D, son puntos fijos, que s610 dependen de

las luces de los tramos.

Estos puntos fijos, reciben tambien eI nombre de focos y las verticales que
pasan por ellos, se ilaman ordenadas locales.

Observemos los triangulos semej antes A 0'F y 0P Q

pero

de donde

A])' WA
--=Qoi

J
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AD'=!_ MA
6 00'

analcgarnente
I' M

BE' �
.B

6 00'

Ahara, tracemos en el polfgonc de fuerzas, des llneas paralelas a estes. que
disten del polo y - Xi Y Z -

Xd; vemos inmediatamente, que estas Ifneas quedan
interceptadas por los lades extremos de este poligono, de tal manera, que sus lon
gitudes son iguaJes a a y b respectivamente.

Con esto, hemos demostrado, que ccnociendo la posicion de los puntas fijos y
Ia carga del tramo. nosotros podemos determinar los mementos de apoyo MA y MB.

En efecto, conocida la carga, concceremos el valor de 1a superficie de momen
res positlvos Y su centro de gravedad. Una vez obtenido estos datos, marcamos a

una cierta esc ala, el valor de la superficie de mementos y al frente un polo cual
quiera, que unimos a los vertices Wp; en seguida marcamos las paralelas dlstantes
de y - x, Y de z -

Xd, valores todos conocidos y obtenemos a y b que aplicamos
en las ordenadas fccales, y trazando las Iineas KD' y J E', obtenemos en las verti
cales de apoyo a una cierta escala, los momentos buscados.

Estas Iineas se Haman lineas cruzadas.
Pero esce sistema de obtener los mementos de apoyo, puede ser aun simpli

ficado.
Como hemos vista antes

AD' =!_ MA
6 00'

luego, una ve zmedido en el dibujo el valor de AD', habra que dividirlo por l�' y
multipliearlo 600', paraobtener el valor de MAo

Para medir directamente en AD', el valor de MA, hay pue aplicar en el dibujo
un valor de b, redueido en fa misma propcrclon en que estaba amplificado el valor
de MA.

De los triangulos semejantes, obtenemos

b

de donde

y el valor reducido de b, es

6.00' Wp
I'

=

-1-' (z-xd)

6
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a este valor de b, corresponde un valor de B, que se obtiene de Ia proporcion si

guienre:
B z

de donde

y reemplazando eJ valor de b

W
B� --' z

I'

6

analogamente
W

A� _P_y
I'

6

En nuestro caso, tenemos que 1a linea de cierre, coincide con el eje AB de la

viga.
Ccnstderemos ahara, solamente las Hneas cruzadas, las verticales de apoyo, Y

---+---z

r-�----�,----��B

I
._ . .1--.

,
I
I

Fig. 9 N

,
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las ordenadas focales y prescindamos del poligono funicular de las fuerzas elasticas.
Deformemos Ia superficie D'E'MN, y hagamos coincidir D'E' con AB (fig. 9),

los antiguos puntas de Ia linea de cierre AB dej an de estar en una linea horizontal

y quedan en una linea inclinada D"E".
Se ve inmediatamente, que todas las lineas vertlcales y sus distancias entre si,

que son los unicos valorcs que nos interesan, han conservado su direccion y mag
nitud.

De manera, que si marcamos en las ordenadas de los apoyos, las cantidades
A y B a partir de los apoyos y trazamos las Ilnees cruzadas AN y BM, obtene
mas en las ordenadas focalcs, dos puntas i y d, que at unirlos, nos dan en las Of

denadas de apoyc, dos cantidades iguales a los mementos de apoyo MA y Ms.

(Continuara).




