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Calculo de sistemas hiperes
taticos con el teorema de los

trabajos virtuales

Traducci6n de Yallo Rovano A.

(Conclusion)

B).-SOLIDOS SOMETIDOS A TRACCION 0 COMPRESION. FLEXION

Y ESFUERZOS DE CORTE. SISTEMAS COMBINADOS

§ 1. VIGAS EST'\TICAMENTE INDETERMINADAS. DETERMINACI6N DE LAS SOLICITACIONES

INC6GNITAS

27. lmaginemos un solido elastico is6tropo de forma de viga prismatic a, solici

tado por fuerzas externas situadas en un mismo plano que pasa par el eje geometrico.
En una seccion transversal cualquiera, para Ia cual Ia solicitacion exterior resulte

de un esfuerzo normal baricentrico N, de un memento de flexion !\1 y de un esfuerzo

de corte T, el eiementc dF a la distancia y del eje de flexion (eje baricentrtco paralelo
aJ eje neutro) soporta una tension normal unitaria 0" y una tension tangencial unite

ria T, las cuales, si no se sobrepasa el limite de elastic.idad, quedan expresadas COD10

es sabidc, por

(28)
TAi/

r =

-)��-'-

Como ya 10 observarnos, estas expresiones se aceptan en Ja practica tambien

cuando el eje geometrlco del solido es Iigeramente curvilineo, 0 sea tal que el radio

de curvature en cada uno de sus punros sea muy grande respecto a la dimension

transversal radial de! solido.
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A consecuencia de una deformaci6n virtual cualquiera, siempre que sea peque
fiisima y compatible con las Iigazones del sistema, ef elemento ds de fibra que tiene
dF como seccton transversal, sufre una dilatacion longitudinal y una contreccion
transversal expresadas por e d s y v ds, respectivamente, si e representa la dilatacicn
unitaria Y"y la contraccfon unitarta ; de manera que el trabejo virtual de las tensiones
intemas correspondientes a tales de formaciones, y despreciando las deformectones de
18 secci6n transversal, quedara expresado per

!(.dF.,ds)+/(,dF.-yds)

o tambien por

/rredv+lT'Ydv

siendo dF. ds=dv=volumen del eiemento de fibra.
Indicando ahora con Puna cualquiera de las cargas solicitantes deJ solido, con C

una reacci6n de apoyo cualquiera, can 6 el desplazamiento del punto de aplicacion
de P en direccion de P. con zi c el del punta de aplicacion de C en direccion de C, des

plazamientos que corresponden a los interiores e d s, "f d s y suponicndo el equilibria
entre las fuerzas interiores y las exteriores, eJ teorema de los trabajos virtuales nos da

(29)

siempre que eJ peso propio del solido se considere entre las cargas.

28. Como 10 hemos dcho, esta ecuacion vale no 5610 cuando se introducen para
6, A c, €, 'Y los desplazamientos correspondienres a Ia condici6n de carga efect.iva,
sino tambien cuando esos simbolos representan desplazamientos cualquiera, siempre
que sean posibJes y pequefifsimos, y por consiguiente la ecuacion subsiste todavia si
las fuerzas se reemplazan per los valores correspondientes a una condici6n dada de
carge que indicaremos con el indice a y a los desplazamientos se atribuyen los valores

.

correspondientes a otra condicion de carga que indicaremos can el Indice b; y enton

ces reempJazando en Ia (29) t Y'Y por sus expresicnes

• ,

t =
- + at 1'= GE

aquella puede escrtbirse

.

(�(30) l:P.Ob+:l;C.Acb � I «« ae

f.
-E--dv+ dv + a.tl1adv

.:
G
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ReempJacemos ahara tr y T por las expresiones dadas por (28) y observemos que

y que

Jff N. M. y )aitTadv= --+--- cCd:idt;
. \ F J I

en la que t representa el numero de grades en que varia la temperatura en €1 elemento
dF. Suponiendo ahara que t sea constance para todos los puntas de una misma cuer

da paralela aJ eje neutro, y que varfe Iinealmente con y, de tal manera que indicando
con h la altura de Ia secclon, con to el valor de t para la cuerda baricentrica y con

y
A.t=te-lj 13 diferencia de los valores de t se puede escrtbtr t=to+!\th"" se tiene

/"(( N. Ma Y) ( v ]
_ I' _ I' Ma

...
-F- + --

f I
a. to + !\ t it d s d r· .;;:: a. to Ne d s +

,

a.c:l. t h- d s

Despues de 10 cual la (30) podra escrlbirse

(31)

Se lJega mas directamente a la misma ecuacion expresando el segundo miembro en

funcion del trabajo virtual efectuado por las solicitaciones correspondientes a la sec

ci6n corrient€ del solido. Y en efecto, podemos escribir

en la cual los desplazamientos, que podemos imaginar debidos a otra condici6n de
carga de fndice b y a una variacion de temperatura, tiene por expresion
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ad Sb =

Nb
EFds+a.tods
NIb «s i«.

ioT-d" +
h

Tb
� Sb = X GF-d,,·

y por consiguiente la (32) coincide can 1a (31)
La mayoria de las veees en las aplicaciones sc considera t constante para todos los

puntas de la seccton: se anula entonces la ultima integral de la (31), y en Ia penal
tima se reemplazara 10 por t. En las formulas que siguen haremos esta hipotesis
simplificativa

2c), Las solicitaciones >-1, M, T y las reacciones C de apoyo correspondientes a la
condicion de carga efectiva son funciones lineales de las fueraas externas: por C0I15i

guiente, si el solido es estaticamente indeterminado por la presencia de las solicita

ciones X', X", X"', ., estaticamente indeterminadas, podra escribirse siempre:

(J J)

.C = Co + C' X' + C" X" + C'II X'II +

;r\ = No + T'J' X' + Nil X" + Nil! X'" +

iN1=!vlo +h.'f' X' + !vi" XIJ +i'vl'" X'" +
T = To + r- X' + Til X" + -1"" X"' +

en las cuales

Co, No, Mo, To son funciones lineales de las cargas P y representan las reaccio
nes de apoyo, los esfuerzos normales, los mementos de flexion y los esfuerzos de corte

para la viga e.4(aticamente determinada en que se transforam el solido dado, cuandc
se suprimen todas las cantidades X,

!vI', M", 1\.1'"

representan ciertos coeficientes independientes de las cargas P y de las carrtidades X

y precisamente C', N', M', T' son las reacciones de apoyo, los esfuerzos normales,
los mementos de flexion, los esfuerzos de corte producidos por 1a solicitacion X' = I.

suponiendo al mismo tiempo eliminadas todas las cargas y las otras X; C", N",
M", -[II, represent.an las mismas cantidades para In solicitacion X" = " etc.

Escrfbamos ahara Ia ecuacion de los trabajos virtuales correspondiente a In
eolicuacion X'=l y a los desplazamientos reales, 0 sea los producidos par la condicion
de carga efectiva ; bastara hacer en Ia (31)

Pa=O,Ca=C', Na=N' !'v1a=i\·1' Ta=T'

y entonces observando que el trabajo � C L\ c producido por las reacciones de apovo

puede ponerse tambien bajo la forma
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;:; C Il c � ;:; Co Il c + X';:; C' Il c + X";:; C" Il c +

o tambien

L� = Lo + L' X' + L" X" +

aouella ecuacion nos da

(34)

( ':"-i�' 'M'NI
.

r-r

IjL'�·.1 E';" . ,+ I ,e'.r
-.J -'- I X -- .. -.. d .s + • t V d s

. I' t..:..
"

c; F�

1
analogamente para 1a solicltac.ion X" = I se tiene

"

N" N r:
Mil M ,'. T" T

lL"=I E F- d .s + I-E)' d: + I x -C·[o-d., + I. t 1'" d s

en las cualcs L', L",. representan los n-abajos vtrtuales producidos por las reacctc
nes de apoyo correspondientes a las solicitaciones X' = 1, X" = I).. Estas ecuaciones
que conticncn implfcitamente en N, M y T las incognitas X en primer grade. y cuy.
numero es exactumentc igual al de las X. sirven para determinar estas cantidade
estaticamente indeterminadas.

Observando que

oN
,:" =

aN
N'= ---,

s x: ax"
oM

�/l"
aM

M'=-- ,

e x: ax"
aT

r-
aT

T' �

aX ax-
aL

I_"
aL

L'=
e x: ex:

las ecuaciones de condicicn que determinan las incognitas X pueden agruparse tam
bien en la ecuacion

j:tc ,I :F aN "

M aM

I
T oT

� _ .. - -ds +J-£J" ds+ x-,_ -- d s+
(35)

ax aX GF ax

ra t
aN

+ ._- ds
aX

que podia haoerse obtenido direccamente de la ecuacion de los trabajos, tomando Ie:
derivada parcial respecto a X en In cual se reemplaaara X por X', XI! .. sucesiva
mente (1)

(1) Para las vigas de cnrejado maluplc de altura conscarue. 0 sea formadas pOl' des cebeza.
parelelas unidas per un enrejado multiple se p�_ede admitir. sin grave error, que le cabeza resisce a

esfuerzo normal N y al memento de flexion M, y que el enrejado resiste al esfuereo de corte .T. Er
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Si ponernos

(J6) L = It�d;- +r��J +J x

y si J�={} y t=O, la (35) se convrerte en

aL
-.- =0
ax

tal caso habra que reemplazar en la (35) F'Y ) de las dos primeraa Integrales por el area y el momento

de inercia respecto al eje de tlextcn de la secci6n de las dos cabezas de la viga; veamos ahora como

se calcule la tercera integral.
Supongamos que el enrejado sea stmecrtco y que las bar-es formcn con la normal a las cabezas

el angulo oX; llamemos D cI csfuerzc en una barre. �jsu secctcn recta, lia la altura teortca de Ja viga

El trabajo de deformacton correspondiente a una sola berra queda expresado evidentemente por

II

COS a.

2Ew

y por 10 tanto, como entran dos burras en un trozo de viga de longitud igual a una diagonal de malin

2 h
paralela a las cabezas, 0 sea de longitud --_._ -Ig Q; (siendo n el numerc caracrerfsrtco del enrejado mUl�

ft

tiple, 0 sea el ncmero de partes en que queda dividlda una barra de un sistema por las barraa del

otro sistema). el trabaio elemental de deformaci6n producldo par el esfuerzo de corte quedara ex

presado por
h

D'--
coset d"

z-_···_ . ------.

2Ew 2h
- tg et

n

o sea por

2EWsenet

pew
T

D�--
n cos cz:

por consiguiente, ese rrabejo elemental de deformacion queda expresado tambien par

n sen ex coSl Gt

T"3 d $

2 E co

y 51 a; =45", per

V2 T"ds

tt Ell)

Por consiguiente, en la tercera integral de la (35) hay que introducir Is derivada de esta ex

presi6n respecrc a JJ;..
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pero L representa notoriamente el trabajo de deformaci6n del solido cuando las fuer

zas externas que actuan sobre el crecen gradualmente de intensidad desde el valor

cero hasta el valor final; resulta entonces esta otra manera de determinar las incog
nitas X, de acuerdo con el teorema del trabajo rninimo: Se expresa el trabajo de de

formacion del s6lido en funci6n de las fuerzas externes y de las X y se igualan a cero

las denvadas parciales respecto a X.

30. E.tEMPLO I.-Una viga inclmada AB (fig. 17) rfgidamente emporrade en B, articulada en

A con r6tula fija esui cargada con una carga vertical Q uniformemente repartida sabre roda su lon

git�d l; se plden las componentes X', X" normal y axial, respecrivemcnce, de la reacci6n de la rotule,
tndependtentemente de una variaci6n de temperatura.

Fig. 17

Para una eecclen transversal cualquiera a la distancia x de la rctula se nene, destgnando con QI
y Q" reepecuvamente, las componentes normal y axial de la carga total Q:

Q"
No =--x

l
N' = 0
M' =-1

Q' x' Q'
Mo =--1- 2

To=---x
I

M' =% T' = 1

M" =0 T" =0

Luego:

0-
N = --x-X"

I

Q' X2
M=-- -+X'%

I 2

Q'
T = - -Tx+X'

Con estes valcres las (34) se convierten en (supcntendo edemas Is viga is6tropa y de secci6n

constante) :

fl( Q' ;t') {I( Q')0=
0

X' X -

� X d x + j p2 X
0

X' -i-- X d r.

flfQ> )0 .. .l-I-ol'-X· <I;;
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de las cuales se obtiene:

1+ JO
p'

x--·
I'

X' = IQ'
p'

1+ 7.5 X -

. l'

Q"
2

31. E.tJEMPLO /I.-Viga horizontal ernpotrada en un extrema y apoyada en el otro. Determina

ci6n de La reaccion de apoyo:-Una viga horizontal de longitud l esta solicitada pot una carga u:nifor
memenre repartida p pot metro corrido y se apcya horizon_talmente en el extreme A y esta empctra
da en el extreme B: se ptde Ia reeccton X del apoyo A. Aungue esta reaccion no difiere del valor de

X' del ejemplo precedente, coincidiendo este problema con e! otro cuando se supone Q" =0, quere
mos tratar cstc ejercicio prescntandolo como apltcacton del tcorema del trabaja minima, admiticn

do como en el otro ejemplo, que 13 variaci6n de temperatura sea. 0 y que los desplazerrnenros de los

apoyos sean igualmente nulos, y por 10 tanto L =0. Reernplazando tis par dx y observando que en

este case H =0, Ia (35) se convterte en:

(37) o = J"I...!:::!__
a Iv!

dx+ (I X __:r:__ f-r: d x

,
eEl iJX

.0
GF iJX

Harnando x Ia distancia horizontal de una seccion cualquiera al extrema A, se tlene

T X-pX
px�

Iv!=Xx--�
2

y par constgutentc

aT

ax

con estos valores. y suponiendo E, G, F, J constantes y escribiendo J =F@!, G =! E, Ia (37) se con

vierte en

I'I( x·' ) J'I0=,0 XX'-P-Z- dx+�. XP'
0

(X-px) d x

y hacienda la tntegraclcn

de donde

(38)

P'
I + lOX --�

I'
X=ipl-----

P'

+7.5XV'
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para una seccion rectangular de altura h se ttene X = � ; p2 = -t!f h2 y entonces suponiendo

(valor exce�ionalmente grande) se tienc

X N 1.01 . i pi

5i se recuerda que i pl es el valor de X cuendo se desprecian las deformacicnce producidas per

el esfuerzo de corte, se ve que 1a influencia debtda a tales deformactones es bien pequega respecto a la

debida al memento de flexion, y en la mayoria de los casas puede desprecrarse. Sin embargo, en algu
nos casas la diferencia es sensible; para una secctcn doble T, p. ej.: de altura suficienre para que se

pueda considerar que el esfuerzc de corte sc reparte uniformemente en la seccton PI del alma vern-

FI h h h
cal, se tiene X =

F-'
mientraa que p tiende al limite 2; suoontcndo X =2,5; p =1 y '-i'-=i la '

(38) nos d.

XNi,05':pl

32. E]EMPLO III,-Viga harizorual imperjectamerue empotrada en. Los extremo.s.-Determinaci6n de

las reacciortes de empotramient.o,-Con los sfmbolos ya adopcados para este caso de flexion en eI N.» 38,

designando ahora con ct y t3 las roeactones producidas por el momenta de flexion en las secciones de

empotramiento (I), el trabajo virtual desarrolladc par las reacctones de imposta A, MOl , B. Mb en

la deformaci6n eupuesra, queda dado per la ex presion

Llamando Rr Ia resultunte de codas las cargos que solicitan la viga, /1-11 su enomenro respecto al

extrema B, Y tomando en cuenta las ecuaciones de la Estatica

(39) A+B-RI =0

la expresi6n anterior puede escribirse rambten

(40) L=A(I�+Yb)+M. (a+�)-RI Yb-Ai,P

Para determiner A y Me se r.ienen entonces las e�aciones de oondici6n

, ilL
L'=

aA =1�+Yb =

J'M
aM f� x__!_._ aT

�
0 EJ a-;;:- d x + --dx

(41 ) i
GF aA

aL
L" =

a Me
= • + f3

= J' M_ aM
dx+ (' T aT

x --_._ dx
o EJ aM. ,,0' ,GF allil.

(I) Como en este estcdio se roman en cuenta tambien las deformaciones productdas per el ee

fuerzo de corte" las Inclinaciones.de las tangemesextremes de la elastica son 'distin,tas: �.t; y .�.
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Llamando Rx la resultantecorrespondtente a la secclon 5 de las cargas que actnan en el trozo AS=,r

de la viga y con M" su memento respecto al bancentro de la secclon S; el eefuereo de corte Tx yel
momenta de flexion lV\. para dicha secci6n pueden expresarse entonces como sigue:

yentonces
e r,
-aT

= I

�M,
-ai:=X

con 10 cuallas (41} se transforman en

(42)
(I A-R x

xdx+ X-----d,

.0
G F

Supongamos hcmcgeneo eI material, por 10 tanto, E y G constantes: admtremos en seguida para

mayQl" generalidad "que 13 Visa sea de secci6n hgeremente variable. y apliquemos como aproximaei6n
la teorta de la viga prismCttica: indiquemos con Fa Y )0 ""'Fo pI el area y el memento de ine"rcia de cne

--

E
determinada seccion transversal.y pongamos J =& Je: F=&'Fo tjJ=-C-pt; entonces las (42) pue-

den escrfbirse:

de las cuales se deducen en cada caso particular los valores de A y Mao y por 10 tanto, de las (39)
los de B y Mr;

De este caso generaltsimo de flexion se dedccen inmediatamente todos los crros correspondientes
a otras condiciones de apoyo de la viga.

JJ. E}EMPLO IV.-Viga continua (1).-Ecuaci6n d£ fm tres morntntru.-Reemplacemos en las

(43) A par su expresi6n en funcion de Mb, obtenida de le segunda de las (39) y manreniendo el mismo

significadode los simbolos ya dados en el nomero precedente, pongamos para simplific:ar:

(I) C.Guidi, Sulta leoria della trove continua, -Memoele deUa R. A�. delte Scienee di Torino,".
1890, Otee soluci6n de le viga continua puede obeeoeree del teorema de �IJ (v. e. 40 b).
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ma.

o sea. llamando To y M, las solicitaciones T� y M; para la viga simplemente apoyade en los extre-

(44)

H � � { {l Mo
xd,,+>1- (I x_T� d x 1

I ./0 {J }o o J

(,' Mo
H'= --dx

,;
c {}

Con esto, y dividiendo el primer miembro de las (43) par l, estes se conviercen en

,

( YB

J'
MA [ (I X (1- x) . (I X d X 1IEJO

� + --I
�

v: /0
- --

--u--'---dx->1-
0
=s: +

(45)
- .,

MB [(I x' (I XdX]+ .. _--- -dx+'" -- +Hl� d
. Y �

.'
0

.'
0

(46)
M, (,1 I-x MB (I x

EJo (. + n =

---1- --I}-- d x + -[-
--.- dx + H'

.0 .01}
Restando en segutda 1a pnmera de la seg�nda se obnene.

(47)
�A l.!� _(l_� x_)' dx + "'.C X:'' 1 +

+ �B [J� X (l-;x)dX __ >1- J:-X:'X ] +H'-H

EJo (
Y. ,

"'----
1

Consideremos ahora des eramos sucesivcs i), 12 de una viga continua, y conservando los' mismos
stmbolos ya adcptados anteriorrnente, y designando por y� la rotacion correspondiente al apayo
C, croducida por el momenta de flexi6n 0), aphqcemos 18 (45) al tramo [1, con to que se cbtiene :

�-�:_l +
ii'I l y,-y,) M'l- (I, x(I,--x) (I,Elo -'"(:1+ ---l-,--

=

� '0 ---t'}--- dx-l/I
0

(48) •

. .

M [fl, x' (I, XdX];-.+ -"Ii dx+", -"i'
- I-H.

i,
.

0 0

nuenrras que la (47) aplicada a rramc l� nos da

(49)
( x.,-v,) M, [r'l, (I,--x)' ({, xdx 1EJo +=t': �l;;

_.,0

--

II dx+""0 7- +

M, [.(1' x(I,-x) .(1, xdxj_L_ ---- dx -_.,. -- +H'-H-t
l�· II

. � I}'
"

;l
•

0
•

0

(I) En esce estudio se tiene en cuenta rambien 135 detormactones producidas par el esfuerzo de
COrte, y por 10 tanto, la elastica presenta una discontinurdad de primer orden en ccrrespondencia a

dy, X
un epoyo ; en efecto el7 =

C-j.: T del N.» 95 sufre un salta brusco. aunque no varie F. Resulta

que la elastica presenta un puntc de ungula en el apoyo, 0 sea des tangentes dtsrtntes, cuyas incline
clones no hay que confundir con la rotacton y.
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Sumando las (48) Y (4g) se obtiene Is ecuaci6n de los tres rnomentos en su forma mas general,
a sea

(50)

_M'(/"I, x(I'-X)dX_",t xd,X ]+M,(_1 (j·/'_::_.dX+l/ u
0 t') " (I" l/ 0."

+ ",/'1, X d X_) +
1 (.1'1' (/'_=--__::2'_ d X + <p 1"1, )( d X )] +

.1 0 {J' l�' ". 0 t') "
0 iJ'

+ _�.[ /'1, or (L-·x) dx __ '" t, . __�dx.1 � -- (H. -I- H,'·-H,) +
L oJ 0 fj ./ 0 t'J'.

+EJo - -y,- Y'_I
I, j

en 18 ccal, conforme a 1� (44)

(51) \ H�+H/-H2 = ( j�' Mo /4 X To dX)--xdx+<p
i; {J.

�
0 IJ'

1 (t �-�(l,-x)dx-<P t xTa dX)+-
I L '. 0 o .0 (j'

ESi le viga es de sccci6n constante se tiene &= &, = I, X = cte. y hacienda tambh�nG =�, la(50)

despues de bacer Ia tncegracion se convierte en'

(52)

I,M'l'I-15 p: xl+2(',+I,)M,(I+ I!_ p' x)+[,- 2 t.t, j

+ /, M, ( I _- I 5 �: X) � -·6 (H, + Hi - H,) +

.

(V'
--

..

v, \'J - i'2 ')+ 6 E J _c_ - ---,
-

.. _ .. _.,-

I, t, i

en la cual. por-l: d X"" 0 debe ponerae :

(\3)
I ;'1, I j'l'H,+H,',-H,�_ Moxdx+- Mo(l,-x)dx
t, 0 1-] 0

La primera integral represents el momento eseurtco de la suberficie de mementos, 0 sea del diegra
ma de los momeritos Me para el primer rramo, respecto a la vertical del apoyo Izquierdo. La segunda
integral represcnra la cantidad analogs para el segundo tramo, i?,cro respecto a la vertical del apoyo
derecho.

Para una carga unifonnemente repartida de Intensidad p se ttene

[' /.,M"xdx� Mo(l-x)dx�
•

'
•

l)
.

._�_ = .lil.. P tl
2 _.
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luego

para una carga concenrrada a las distancias a y b de los apoyos se tiene:

"�I

I lY10 x d x =

.' 0

Pab

I
. � If +-�(·4·-a) 1 �! Pa(I'-a')

y analogamente:

I"� Mo (I-x) d X ��. P 6 (I' - v')
,0

por consrguicnte, para un conjunto de cargas concerurades

Entonces si Ia viga continua es de seccion constante y est;'!' cargada stmulraneamenre can carges
uniformemente repartidas y cargas conceneradas, fa (52) se ccnvierte en

! r p') ('Up,) r

p')I,M,

1-15--;-,X.
+2 (1,+1,)

M", 1+.,,-..

-x

+1,Mill-15_,'
X �

(54) I, t, I, I,

�_1; P a (/,'-a')_ ! P b ({,.'�_b')_ _ i (p, {,'+p, I,') +6 E) l' y,-y, _y>-y,)t, t; II t.

Si la altura de la viga es pequef\a respecto a Ia longitud de los rramos. los rerminos multiplica
dos porL, ��, .. P�se hacen desprectables allado de la unfdad, 0 sea: en la determin acion de losI� �� W ..

mementos en los apoycs pueden despreciarse las deformaciones producidas por el esfuerzo de corte
allado de las producrdas par el memento de flexion (I).

§ 2. DEFORMACIONES

34. EI desplazamtento 15m del punta de aplicacion de una cerga cualquiera Pm
en 1a direcci6n de Pm se deduce inmediatamente de 1a (3]). hacienda Pm = 1 Y anu-

(I) Para las vigas de enrejado multiple se hara en las formulas precedentes, conforme a 10 que se
ha indicado en Ia nota de la pag. 5.

x�J
2 (i}o"'�.---,

"

t'j'=
nwo "'0

y en las (52) se pondre

12 '(2'. J
.',-----

nO)
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lando todas las otras cargas y las cantidades X estaticamente indetcrminadas. In

dicando con C. y con N" Mi. T, las reaccicnes de apoyo y las solicitaciones corres

pondientes a tal condici6n de carga, y atribuyendo a los desplazamientos los valores

corrcspondientes a [a condici6n de carga efectiva, suponiendo edemas que Ia varia

cion de temperatura sea uniforme, la (31) nos da

(55)
j'N,NdS (M,MdsOm +:I;c, �c �

.-..-.,----- + +
EF • EJ

.

T Tds
•

+ Jx-' ---- +j.tN,dJ.
GF

o tambien obscrvando que

c. � __ ,!_C
aPm

aM
M,� .

aPm

aT
T,=--

aPm

se tiene

(56)

Para apoyos absolutamente fijos 0 m6viles sin frotamiento desaparece el trabajo
de las reacciones: si se anula tarnbien la variaci6n de temperatura resulta sencilla

mente

(57)
aL

&m =

aPm

o sea, el desplazamiento del punto de apiicacion de ta carga Pm en la direcci6n de Pm es,

en estc caso, igual a la derivada parcial del trabajo de dejormacion respeao a la carga (I).
Si en el punta de la estructura euyo desplazamicnto sc busca no hay aplicada

ninguna carga exterior, se apiicara una carga fictioia cualquiera P en direccton del

desplazamiento buscado (eontenida en cada ceso en el plano de las fuerzas), y en se

guida. se Ia hace igual a cero.

Al calcular el desplazamiento 0 con la (56) hay que reccrdar que no s610 las car

gas P, sino tambien las cantidades X pueden considerarse como variables indepen
dientes, Y por 10 tanto, cuando se diferencia respecto a una carga P se pueden consi

derar las X como constanres

35. Recordando que el trabajo de un par queda medido por el producto de su

momenta per la rotacion que experimenta la seccion en que esta aplicado, se obtienen

(1) CAsti�ie"o, I. �
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inmediatamente expresiones analogas a las (55), (56) y (57) para la rotaci6n'l'm que
sufre Ia seccion transversal en un punto dado m del ej e del solido, a consecuencia de
la deformacion: y precisamente

(58) 1 j" N,N, j'M,MdS'l'm+:l:C,Llc

+
---dS+ - .. --- +

,
EF EJ

+}' T,Tds J' ,

x- -----+ atNrds
GF

en que C1) Nt, MI, Y TI representan las reacciones de apoyo y las solicitaciones ge
neradas exclusivamente por un par de momento iguaJ a uno aplicado a Ia seccion cu

ya rotacfon se busca. 0 tambien:

(59)

r'l'm +1:

1
f' N

LlC=, EF

y si el trahajo producido par las reacciones es nulo, y si es nula tambien 1a variaci6n
de temperatura

(60)
aL

'Pm =

aMm

en las cuales /1'1 m representa el momenta de un par real 0 flcticio, que tiende a produ
cir la rotacicn ern en el punta considerado.

La (60) expresa el teorema:

Si L=O, t=O fa rotacion 'Pm de una seccion transversal del s6lido en el sentido del

momenta Mm de una pareja apticoda a el es igual a La derivad.a parcial del trabajo de

dejormaci6n respeao at momento.

36. E�EMPLO I.�Flecha de curoatura de una consola,�Una viga horizontal AB de largo l encas

trada en B esca cargada por una carga uniformemente reparttda de intensidad p y per una carga
concentrada P en el extrema Hbre A; se pidc la flecha j" de curvatura, constderando cl empotramiento
perfecto, y por 10 tanto L =0. De la f6rmula (56) se tiene

(61) f=fl�_aM dx+j'l X -��.!__dx
o EJ a P •

0 G F a P

en la cual hay que poner, para una secci6n a la distancia x del extrema libre

pxJM =-Px----
2

T =-P-px



aM

aP
=-x

aT
=-1

aP
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y per consiguiente

con I;UYOS valores, suponiendo, como en el ejemplo del N." 31 que E, G, F, J son constantes, y po

niendo J "" F p,
a G = tEla ecuacion (61) se convierte en

(61 ')
. 1 I f'l( . P x' 1

"I

Il= E.j(. 0 PX'+-·-2- dx+�xp'.Io(p+pX)dx
y efectuando la integractcn

St no exrsnese Ia carga P, convendria para la determinacion de / hacer usc de 1a ecuacrcn (56)

suponicndo la existencia de P y suprimir despues en Ia (61') los cerrmnos en P.

Aplicando e1 teorema de los trabajos vtrtuales no es necesaria esa supcstcion. Se tendril en efecto:

M,=-I.x T, =-1

px'M=-
2

T=-px

y por consigulente, la misma ecuacion (61') sin los termtnos e� P.

Si 1a longitud de la viga cs grande respecto apia deformacicn debida al esfuerzo de corte resul

ra despreciab]e at Iado de la productda par el momenrc de flexion, como se ve en la f6rmula. (61).

Para el caw de momenta de tnercta j variable convtcne introducir en la (61) s!:, expreetcn en

Iuncicn del momenta de mercia de 10. seccton de empotrarniento.

37. EJEMPLO ll.-Viga horizontal empotrada en un extremo.-Determinaci6n de la inclinaci6n

del extrema /ibre.-Se ptde la rotacion de la secclon del extrema libre de la viga considerada en el

cjemplo precedence. 0 sea cl angulo a que la tangcnte en el extrema ltbre de 18 elastica forma can el

eje prrmitivo de la viga. Can cste fin svpongemcs qut:: esa secci6n este solicitada par el momenta

-M de un par ficncto.
La ecuacion (59) nos da:

(63)
·'1 M

op=), b:J

T

GE

aT
dx

eo 10. cual, para una secci6n a 18 distancia x del extrema libre se tiene

px'
M =M-P .10- T -P-px

2

y par 10 tanto

aM

aM
=-1,

aT
=0

aM
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con cuyos velcres Ia (250) se conviertc en

�=--'-_ (I(M+PX+EJ }o
I ( l' pi'
-Ml+P-+--
EJ 2 6

y hacienda M = 0

38. E]EMPLO III.-Viga horizontal imperjeaamente empotrada en los e:t.tremos.-L'cuadun de (a

etastica.-Para determinar el descenso Yc del bartcentro C de una seccton cualquicra que dista a y b

de las secctones extremes izquierda y derecha en la viga ya eerudtada en cl N." 32, hagamos la viga
eseadcamenrc detcmunada supnmtendcle los emporramientos: y anulando toda otra carga aplique-

b
mos en C una carge ccncentrada vertical igual a I. Esta de origen a las reecctones de apoyo Al = I '

y a = J. -�-.; designando con MI Y -[I el memento de flexion y el esfuerzo de corte producidos por
I

tal carge en una secci6n cualquiera de la vtge. se tienc para una secci6n compnrruda cualquiera

entre x-O y X=a M1=
b

.. __.'- .t

I

entre x=a y x=i (1.- x) T,
a

La ecuacton de los trabajos virtuales correspondiente a esta condici6n de carga y a los desplaza
mlentcs efecuoos, 0 sea correspondientes a la vcrdadera condici6n de carga. ccoacron que nos de 1<1

ordenada Yc de la curva elastica, es segun la (55)

ve ��YR == r'l �1�
! 0 a EJ

dx+ tx
,/

(J

T�x
GF

o sea, trrrroductendo para MJ y T; sus valores:

Yc --

b j"a Mx dc+�/"l M(l-x) dx+ _IJ_(a X2-dx--
"

0 EJ I" a E) I joG F

TI� X GTF dx+ .� y.

La secclon C es erburarta: par 10 tanto haciendo en esta ecuaci6n a=x, b=t--x, yc=.v.5e

obtlene la ecuaci6n de 18 elastica

(64)
X
'-Ys
1
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Cualquiera que sea la naruraleza de la carga que eolicita efectivamente la viga, empleando las
noraciones ya adoptadas, Y stendo ademas To y M, el esfuerzo de corte y el momence de flexi6n que
existirfan en la secctcn que dista x del origen de coordenadas para el case de viga simplemente apo
yada (y por lo tanto MA =MB =Oj.se ciene

T �To +

y enronces la ccuaci6n (64) con las notaciones del N,Q 32 se convterte en

(65)

I [l-X(XMo -

Xf'lMoy � --- �--

__

---xdx + - -- (l-x)dx +
E.To I

_
0 " I

, "

+ __ ��_ 1�:i".(X_X(ii�) dx+ �)�JI�Xl:__dxl +

MB I i-: r; (x x' x (I x ( 1- x ) _ I+-1- -T o-i-dx+-lo------,y-axj+
1(' To" x (,1 To.' MB-M,Vx dx x(l dX)l]+" x-dx--X--dX+ - X---X-- +

{J' l {}' I If' 1 {J'
• .' 0

"
(J 0., 0

. x
-t- -YB

I

Esra ecuaci6n sc aplica tambien a un tramo cualquiera de una viga continua, reemplazando MA
y Mrs par los mementos sabre los apoyos Izquierdo y derecho del tramo.

39. TEOREMA DE MAX\VELL.-Sean AJ y A. dos puntos cualesquiera de un sis

tema elastica plano en cl cual las reacciones de las ligazones no producen trabaja y
Ia temperatura no varia, Apliquernos aI punto AI en una direccicn arbitraria AlB1,
perc contenida en el plano del sistema, una fueraa igual a 1: ella producirf en e! sis
tema total cicrtas fatigas (jl y Tl Y un desplazamiento del punta Az, que medido en

c.ierta direcci6n, oontcnida en el plano del sistema 10 representaremos por On. Apli
quemos ahara la misma fuerza I al punta Az en la direccion A2B. y designemos con

(12 Y T. las Iatigas que se producen y con On cl desplazamiento del punto Al en

la direccion AIEl. Introduciendo en las ecuaciones de los trabajos virtuales corres

pondientes a estas dos condiciones de carga, las fatigas correspondientes a una y las
deformaciones cor-respondientes a Ia otra, obtendrcmos scgun la ecuaci6n (30):

resulta entonces el teoremc ya dcmostrado en el N." 22 para las vigas enrejadas:
El desblazamiento de "Un pumo A'I en La direccion AIBI producido por una [uerza I

aplicada a un ourua A� en La direcci6n A2B� e� igual al despisuumiento del Ptf..nto A,
en La direccion AJB� broducido por La misma [uerza I cplicada af punto AI en Ia di
recci6n A.B,.



Como Ia rotacion f{' que sufre una secci6n por efecto de un par de momento I

queda medida precisamente por el desplazamiento que sufre el punto de aplicacion
de una fuerza 1 a Ia distancia 1 del centro de gravedad de la seccion, tcnemos que
del tcorema enunciado pueden deducirsc los siguicntes, que adernas pucden demos

trarse directamente CO!"! Iacilidad.

La rotaci6n de una seccion AI en un sentido dado C�D, oroducuio bor un par de

InOfnento 1 que acula er, io seccion A, en un sentido dado C1D1 es igual a la rotaci6n
de fa seccion A, en el seruido C,Dz producida por el mismo par 1 actuando en fa secci6n

AI en el sentiao CID�.

El desplazamienw de un punto Al en la direcci6n Al Bl producido por un par 1 que aelua en una

secciorc A� en et sentido C2 Dz es igual a la rolaci6n de la seeeion A� en el sentido Cj D? producida per
una [uerra l aplicada al ounto A, en la direccion Al Bl.

La rotacion: de una secci6n AI en el senlido C1 D\ producida por una [uerza 1 aplicada en A2 en

la direccion A! B2 es igual al desplazamiento del punta A2 en la direccum A� 82 producido por un.

par 1 que actua en la seccion Al en el sent�do C1 D\.

40. APLICACIONqs.--a) Viga apoyada en los exiremos: lfneu de influencia del desplazamieruo de

un punto.-Se pidc Ia linea de influcncia del desplazamiento de C en 18 viga AB (fig. 18) apoyada en

los extremes. 0 sea, la curve cuyas ordenadaa medidas en la vertical 8 plomo de una carga unitaria

m6vil den el desplazamiento del punta C.

�]g. 18

!.:- '1, 'i,

"�'·

ttt : •
A����y, :: 1:�C-:-'

" ,--_'_'---;;i-v., � I, /,,,
i'" /

-___1/

1

fig. 19.

Apliquese en C la carga unitaria y consrruyase la curva elastica correspondienre a 18 viga, to

mando en cucnra si es precise, la variaci6n de 18 seccion transversal de la viga �r las deformaciones

producidas por los esfuerzcs de corte. En vu-tud del teorema de Maxwell esta c�rva elastica es la lI
nea de in!1ucncia buscada. En cfecro. SI la curga I en C hace bajar un punta c.ualquicra D t"ln la can

tidad Tj, le misma carga colocada en D hara bajar a C de la rnisma canrtdad. 0 sea de Tj
b) Viga continua con apoyos el,lslicos.·-Para fijar las ideas consideremos una viga continua de

4 tramos (fig. 19) Y sean 151, O2• 03 respecttvarnenee los scnt amtentos elasncos de los apoyos tnterme
dios producidos par una carga unitaria que actua segcn su cje gecmetrico. Suprimidos los apoyos
intermedios y construidas greficamenre las curves elasttces (tornando en cuenta lu vcrtaclon eventual
de la seccion y las deformaciones producidas por el es(uerzo de corte) corresponchenrcs a una carga
unitarin q�c actua sucestvamenre segqn las divcrsas verticalcs de los apoyos suprirnidos. y emplean
do las notaciones de la figura , las reacciones C de los apcyos intcrmedios produeidas par una carga
unitaria rcal que ocupa una posici6n cu�lql.iiera queda dada por las siguientes eC1.!aciones lineales,
ya que efectivamente, sobre la viga actuan las fuerzas I, el, c,. c;:
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11'
---' C1 'in

- C, 71"
- C 1131 = O. CI

71. -C, 7J12 -Czl'h.! -C3'732= ss C,

TIl
- C. 71'.1

-.-- C, 172.1
- Cl1JJ3 = 03 (:3

o sea

C:, (11" + 8,) + C, "'�l + C, 1'/31 ='7'

C. "" + c. ("" + ,,) + C,"" =, ",

C, 11'3 + C2 "1-1.1 + C:; (7]32 + OJ) =1j.l

En segutda se rjcnc segun el reorcma mencjonado 1jrnn = 1j"m.

Las ecuaclones antcrtores pueden uplicarse tambien at case en que los apoyos mterrnedios eaten

formados por floradores. Llarnando F Ia sccc'cn horizontal del Hct ador. supuestc prismatico y y eI

peso especjfico del Hquidc, se pondra

I' Fa

de donde

Es tnrcresente observer que de las diversas curvas elasctcas (camas como apoyos intermedios)

que conviene trazar con este metoda, s610 requieren una construccicn dlst.inta las dos extremes,

a sea las correspondientes a la carga unitaria que eceua segun la vertical tid segundo apoyo y a la car

ga unttarta que uctua segun Ia vertical del peemulttrno apoyo, 0 s610 una de elias cuando la construe

ci6n es sirnet rica ata prcptedad no curccc de impor-rancia , ehorrendo no poco trabajo, y merece

por 10 tanto una breve demostracion (1).
Sea AB (fig. lO) una \'jga continua epoyada de cualquter modo en los cxtrernos A y B. Y en los

puntos intermcdios C1,. Cs.. en. lmegmernos suprimidos codes los apoyos intermedios y cargue

mos la vign AB de longitud I con una curga I uplicada en c, y const.ruvamos con los metodos co

noctdos la elastica (tlnea de puntas en la figura) debida exclusivamentc af momentc de flexion, to

mando en cuenta la variacifln eventual de 1(1 seccion transversal de la viga; agreguemos despues.

en 1" forma conoctda, a las ordenadas de esa curva las debtdas al esfuerzo de corte; se obtiene ast

la elastica final AL Cl' B, dibujada de linea Hena, que presenta un punta anguloso en Ci' sabre Ia

vertical de la carga.

Analogemcnee SI: construyc la elastica A'n en An producida par 1<1 carga I que actua en la ver

tical del apcyo Cn. 5i 13 vtge es stmeerica, tal curva es, evtdenternente, slmetrica con Ia primera, Y

no necesita por to tanto una nueva consrruccion

Scntudo esto supongarno5 qU,e se quicre la elastica producida por la carga I actuandc segtm Ia

vertical del aJ.?OYo Cr· Podemn..., considerarla como el conjunto de dos curves elasticas Cr" Ar Y

C,' Btr correspondicntes ados vigas empotradas obHcuamente en correspondcncia a la vertical de C;

y libres en el resro, solicltadas en los cxt remos 1?0r fuerzas vercicales dirigidas hacte arriba, iguales res-

x',
pecnvamentc a t •

_.

1- y 1 . �sjendo Xr Y x'r las distancias de la vertical de Cr a 18 vertical de A y
I

a Ia de B, respecnvamente. Hagamos ahora una i'!tcrpretaci6n analoga de las des ramas N'An Y

M' B, (pertenecientes a las des curves elasticas rraaadas precedentemente} situadas rcspccttvamenre

ala izquierda y a la derecha de Ia vert.ical de Cr, resulta evidente 4�e debe existlr afinidad entre las

x',.
curvas Cr" Ar yN'A", y las er" Br y M'B), en la raz6n

x'n
':!

x,
., y esto es valida no s610 para las

x,

(1) C. Guidi SuI ('".elcolo della trave continua, � 11 Cemento', 1908.
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Fig. 20

curves clasticas finales, sino rambien para las de puntas en la figu ra, debidas s6lo al momento de
flexi6n. Si se traaan entonces por los puntas M y N las rangentes a las cvrvas e:lflSticas prtmera y
ultima, debidas solo 81 momenta de Hex.ion. de mar-era que sc tengan en las vertlcales de Bl Y An
jas ordenadas B, B{=Tj'1 Y An A'n =1ln, y se toma

A, Ar' = l1n = nv y B, Br' = '1,' Xr

X,

= '1r'

[a recta Ar' B;' sera la tangente en Cr' a la elastica Ar C,' B, debida solo al momenta de flexion.
Con las rezones de afimdad indicadas y contando las ordcnedas desde esta tangente sc pueden tra

zar las dos ramas C/ Ar, C;' Br; no Ialra mas que aplicar hacta arriba, a partir de estes curves. las
ordenadas que representan las deformactones producidas par el esfuerzo de corte, 10 que se hace mul

tiplicando todavia las �ordenadas correspondientes pOI' las rezones de afinfdad mencicnadaa, com
pren-didae ent-re 1(1.$ curves (llenas y de punrcs en las �ras) descrtree precederaemenre.
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Tracemes por M' y N"las tangentes a las curvas elaeticas finales (primera y ultima) haste cor

tar en DyE, respectivamente, a las tungentes ya trazadas ; proyectemos vert.icalrnente estos puntos

en 0' y E' sabre Ar' B,' y tomemos en seguida

MM'
Xr

x.

�NN'
x,'
xn'

las recras E' Ce", 0' C;' seran las ta,!ge�tes en el punto anguloso C, de la elastica final. Refirtendose

a estes tangentes, puede evttarse el rrazado preHminar de la curva A, Cr' Br, a condici6n de que los

puntas de Interscccion 0 � Ese hayan deterrrunado con cxactnud suficlente, 10 que requicre especial

cuidado, en vista del angulo pequefio con que se forman csas intersccciones. Si Ia seccton transversal

de la viga, en 10 que resRccta a la resistencia a1 esfucrzo de corte, es a puede considerars� por aproxi

maci6n como constance, los puntas D y E'cacn sobrc las vertioalcs de B y A, como es facil vcrlo, y

quedan bien dererrninados, por conslguicnre (I)
En el ejemplo de viga continua can apovcs elasucos desarrollado aqui se han s1..\Puesto fijce los

epoyos extremes, 10 que puedc admitirse en la mayoria de los casas p.racticos: vumos a tndtcar sin

embargo. qui moduicacron .su'irc cl desarrollo ccando los apoyos extremes ccdcn elusdcamente tam

bien. La ut1i�a vanantc con:-ji�i:c en d heche de que las ordenadas extremes de cada �na de las curves

elaaticas producidas par 13 ellrga unitaria colocada sucesrvamente a plomo del ler., 2.°,. apoyo

de Ia viga, suprimiendo los eprryos inrerrnedlos, no son ya nulas sino que tienen ciertos valores cono

ctdos, escadcemcnte dcterminados. Llamando OA el ucortemtento producidc en el pie de-echo A por

una carga unitaria que actua scgnn su-eje, y dando anfilogo Significado al simbolc 08, se tiene, p. ej.,

para la curva elastica r esima, prcducida por la carga unitaria' colocada a plomo del r esimo apoyo,

que sus ordenadas extremes ciencn en A y Bios valores

y

respectivememe. En el rcsto queda invariado e! estudio, y las ecuactcnes que dcrermman las C son

- siempre las mtsmas, en las cuales las 1"J van contadas a partir de las nuevas curves elasucas funda-

'\ mentales definidas como se ha dicho ahara.

, Se habra ooscrvado que en este ejcmplo las reacctones de apoyo de la viga producen rrabejo:

'pero esto no excluye la apllcabilidad del teorcma de Maxwell, por cuanto que el sistema elastico a

que se reficre no esta limitado a Ia vlgu, sino que incluye tambien sus pies dcrechcs elasttcos, de euya

presencia se puede hacer abstracctcn gracias al egregado de los termincs Or Cr.

41. Atribuycndo diversas posiciones ala carga unitaria real, y lIevando sobre su vertical el va

i'd't1 de cada C a partir de una base, lEI. linea que une los extremes de las ordenadas correspondientee

a �.na C dada representa la linea de injluencia, 0 sea 1a ley scgu'n Ia cual varia 1a C cuando se mucve

1<1 � carga.
Pcro si s610 sc quierc tener la linea de inOuencia de la reacciqn de un apeyo determinado, se

pLiede seguir !::$t.e otro camino. imaginemos suprimido eI ap(Jy(J en cuestion, aplicando en su lugar

upa carg;1 unituria, y despucs de IWber determinDdu can las ecuaciones de Maxwell arriba indicadas,
las reacciones oorrespondientes de twos los apoyos resr3ntes, construyamos ia cu_rva elastica de Ja

viga para la solicitaci6n hipotetica mcncionada; en virtud del teorema de Maxwell esta CUrva es la

linea de inftUfncia buscada. En efecto, indi(;ando con � la ordenada de tal curva, medida en. la verb·

cal de una carga unitaria en una posiciun cualquiera, con Cr 1a reaccion del apayo en cuestion, y con-

servando para 1Jrr Y aT su� sig:nincados. deb� tenerse

.

(I) En efecto, en ese caso las deformaciones produ.cidas por eI esfl.!erzo de corte son proporcio
",

nales a x 0 sea--� =ote. 10 que exigc La condic.ion indicada arri�.
dx
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7J-Cr '1rr = Or Cr

de donde

l1rt + Or

y et el apoyo fuese rigido

""

En uno y otro caso In elastica represenra Ia linea de infiuencia de Cr a la esceta "fjrr +or= I 0

tambien 1jrr == 1.

§ 3. SISTEMAS COMBINADOS

42. En Ia practica se encuentran muchos ejemplos de construcciones metalicas

o mixtas (madera y fierro) compuestas de vigas solicitadas a tracci6n, flexion y es

fuerzo de corte, unidas y reforzudas por barras solicitadas exclusivamente por esfuer

zo axial; 0 sea, sistemas que participan del tipo de viga de alma Ilena y de la viga
enrejada. Perrenecen a esta categorta de sistemas: una viga armada, un areo meta

lieo para techo reforzado, p. ej, con una cercha Polonceau, etc. Las ecuaciones de

condici6n que deben satisfacer las cantidades X estaticamente indeterminadas para

estos sistemas combinadas son:

�C'�c � f�� d s +.r�T1
S'Ss ,

+� ---+�.IS s
U

EF

T'T

Gr dS+./.tN'dS+

o bajo otra forma que las comprende a todas

I
d L

� /" _l'"_ aN_ dS+J"- M_ aM ds+fx-2_sx EFax E) e x GF

(66)
.

faN Ss as as
+ .l--d,., � --_ .. _-- +�.ls --

AX EFax aX

aT
......... ds +

aX

43. BJEMPLO I. -Viga armaria [Or! dos mar!gueta.s.-La viga AB (fig. 21) armada con tres ttranres

1,2,3 de longitud .)1, s2' .'S respectivamente. y dos manguetas 4 y 5 de Iongitud h' esta cargada en

una forma cualquiera y ligada crt forma esreucamenee dctertmnada. P: cj.. con rorula en A y apoyo

simple en B.

Reprcsencemos can S1' S2'" .S:;. Ft. F� .... F� los esfuerzos y [as areas de las secciones para las

barras de la armadura: con N y M respectivamente el esfuerao normal y el momento de flexion para

una eeccron transversal cualcutera de la vtga AB, CUY'"d area designaremos con F, y con J el rnoroellto

,
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Fig. 21

de incrcia respecto al cje de tiexion : representaremos con N,) y M() 10:; valores de N y M cuando la

viga no tuviese ar-maclu rn , Finalmcnte, indiquemos con E, E1, E2 rcspectivamente, los modules de
elasticidad normales de los matcriales de la vtgu, los tirantes y las manguetas, y con a, 0:'.1 los coe

ficientes de dtlatacton cermtce para los ttremes y para las manguetas.
Considerada como canridad estaticamente indeterminada la tension X en cl rtrantc 2, y emplea

do las indicaciones de 18 figura, las solicitaciones N y M quedan expresadas como sigcc: (1).

S,l x -::'.. � ..

"

X 53 =.X
,ij

i,

So; = --X 1<-1'3
I,

5, � --x II-ho
t;

N =No--X • M = Mo -_···X'y

Las deformaciones p_roducidas en la viga AS par los esfucrzos de corte son despreciables allado
de las producidas pard esfuerzo normal N Y por el memento de Aexion M. Aoeroas, si todas las par
tes de la viga armada fu�cser: del mlsmo material, !flu variacion upiforme de temperatura no produ
ciria evtdenremente esfuerzos intcriures ; en cambia. st la viga AB y las barras de hi arrnadura son

de material diverse, COlnD p. cj ..
si la vrga AB cs de madera, lot. uruntcs de fierro y las rnanguetus de

Iundlcion, una vartacion de temperatura altera scnsiblcmente las longitudes de las barras de Ia ar

madura, e insensiblernent e la de ln viga AB, 10 que produce vertectooes notables en el regimen de los

esfuerzos interiores. En tales condiciones la (66) se convlcrte en:

I j"- N
EF

•
0

aN

ax

1 (L aM
dx+

ET 0 M-iixdx+
.,

5 as+l:_s_
EF ax

as
-I-:t!llS--�O

aX

(1 sea

+

poniendo p2::,: "Lse obtiene de estu
F

(I) En algunos casos PLIL-de rcsultar ucil cl agregado de otro riranre oblicuo en el pafio central,
para untr €I extreme de una mangueta con el pie de la otre. En este case la estructura presenta do
ble indetemunacion , para su calculo veese nuestro publtcaclon: Ca/coli Ji stabilila delle scale meta

lliche oeree Viarengo, Turin, Bertolero._1898.
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(67)

I"L jL l (;,' s,' I , ' h-ho h-il, ) I
p' No dx+ Moydx--EJ' a. - + s, + -I-a,h 1-"" + --I. 0 0

II Is . \ l, 13
X --

�
-- -----,

-,- ----- ----- -
--------"---- ---------'-

-

�L , 1- 1 ( S,' ,S, ",' I Ii I (Ii-ho)' (h-h,)' IIp'L+ y-dx+EJ -

"'-, '--+---+-:-1 s- --+----r
•

a
EI FI lI� F, F31/) f.�. F" ll� l-

c, 1/ i

en la cual

y = ho
h-ho

+----,�
I.

pam cl primer pago

y=h segundo �

tercer

x

y por 10 tanto

h-h, ("+--- Mo X3d.:r.l
lJ

.
a

,'L" ,,_

h' II _

ho rhoVi, i h; ( h, )') I' d,,- - I, 1 -1 - + -J ( + 3., + 1, 11 +, - + ,-;,- I'
"

0 3, h , h 1 I h '/", 1

Si los paries extremes son de igual Iongtcud f" como pasa ordtnartamcnre, y si los nrantcs tiencn

la mtsma secci6n FI, y las rnanguctas son 10 sufictenrcmente cortas para poder desprecter su defor

maci6n elastica y terruica, Y es nula la excentrrcidad de la union de los tirantcs extremes, 10 que es

recomendable, (ho =h3 =0) se ticne mas senctllamente:

Si la viga es honzontat y las cargas son verttcales, desaparcce Ia integral que conttcne No.

44. E]EMPLO Il.·-Vi�a armada con una sola mangueta.-·�}-!agamos cn las formulas precedentes
{�=.I�=O: destgnemos con X In componentc de la tension en los ctrenrcs paralele a A B, y observe

mos que la comprensi6n en la mangucta queda dada por le surna de las compreeiones en las des mao

guetas de la viga armada orccedenee: erttonces obtendrerno..s. fiicilmente las formulas correspondienrcs
a esta otra viga armada

Can las hipotesis especiales del numero anterior, .Y rornando en cuenta 1.15 deformacfoncs de 1101

manguete se ':ient: con Ius indiceclones de la fie; 2.2
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Fgi.22

(69)
I'{

.

('I l
S h'

"OMoXdX+,.oMox'dx'-2EJts ·'h-a,--:;-)
= 3---·-----··-··--..

. ...-----

"r p' I E F s' E F h' h') ]2h,' .1+3 _I J + - ----- + 2 __ --

.

h'\ E.F, I' E,F, l'

Para �na carga wuformemcnce repartida de intensidad K par metro con-ide se bene:

(I r'l /'/ x' \

Mo x d x + Mo x' d. x' =

2. 0

(g I x - g -2-,'
x d x = -t�- g l4

.' 0 •
0 .

Para des cargas P strnetricas. a la distaneia a del apoyo mas cercano se tiene:

(I ,'{ I' a' P a (Mo x d x = Mo x'd x' = P a _
- P --

= -- 3 1'- a'lo ,0
2 6 6

per consigutente, para l!-na carga reparttda y para un conjunro de cargas ccncent.radas se ttene. in

dependientemente de una variecton de temperat�r<.!,

(70)
5g1' + ZZPa(31'-a')

X = --_.---.. .... --�- ...

8�hl'

en la cuaila Ietra � represents e! polinomio entre perenrests del denominador de Ia (69).
EI desplazamiento del nudo central superior se obtiene con cl teorcma de los trabajos virtuales.

Para una carga unttorme de intensidad q se nene:

0=2 [·1 MM' .i:_!_fl[-q_-x (21-x)--X _lr__x I
,

0 EJ EJ 0
2 I

= �J-( .'d1'-X h/, )

--=- d x
2

y reemplaaando X POf su expreeien

(70')

"eua! serta Ia tension que habrfa que dar artificialmente al ttrantc para anular el desplazemten-.
to a?

"

(0 En lu cua! no cparece Ia integral corresoondtcnte [11 esfvc-zo -ormal noroue t'"!'=O roeo

deeprectaree 1<:, integral correspondtentc al esfuerzo de corte
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Llamando X' la componente horizontal de esta tension y observando que ella produce en la
h

mangueta un esfuerzo dirigido 1'\acia arriba tgual a 2X'---:-que ocastona en la vige horizontal una
I

flecba

2X'� (21)'
r 48EJ

X' hi'

3EJ

escrtbiremos

3EJ

X' h I�

de dondc

X, � .;;. . qhl' ( 1
J \

o --�-)
y per constgutcnre, la tension bortzontal total del rtranre es:

q I' q I' ( I )X+X'=_� --+*--- 1------
�h h. �

_ q l'
,-

h

En este caso el memento en cl apoyo intermedio es el mismo que se nenc para la vtga continua
con rres apoyos a nivel; en efecto:

qi'M�Mo···· (X+X')h�}q(21)'-· � .---h =--frqi'
h




