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§ 2. DESPLAZAMIE"JTOS DE LOS NLDOS LN Ul'-;.'. ES"fRLCTURA El\REJI\DA

9. Recordando que cl tcoremc de los trabujos virtualcs es valido para un 51."\

tcma cualquiera de fucrzas cxtcrnas en equilibria aplicadas a 1<.1 cscructura. entre las

cuules dcben incluirse taml-ien las fucraas X estaticamentc indetcrminadas, y para
un sistema cualquiern de desplazamicntos, sicmprc que scan pequenisimos Y' geome
tricamente pcsiblcs. pucde fcrmulursc Ia regia siguiente:

<Para calcular cl desplazamicnto 0 de un nude cualquicra de una estructura

enrejada, en una dircccicn dada, contcnida en el pi8110 de Is cstructura, sc suprimen
todas las cargas rcales aplicadas a la estructura. y todas las barras 0 liguzoncs supcra
bundantes (transforrnando Ia estructura dada en una estructura principal cualesquie
ru, distinta de Ia cbtenida para la determinacion de las X) ; se aplica 81 nude en cues

tion una carge 1 en la direccion de 0 y sc escribe la ecuaci6n de los trabajos vir

tuales introduciendo para los desplazamientos A c y A s los efectivos. 0 sea produ
cidos par Ia condici6n real de carga».
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10 EjE'vIPLO. I,--Se pide la canttdad 06 de que baja respecto a 18 horizontal de los apoyos el

nuda 6 de la vtga estfitlcamente dcterminada rcprcscntadn. en le fig. 7 a, produclda por una determi
nada condicicn de carga.

Derermmemos los esfuerzcs S en las barras,
+

�
I

�
producidos por la oondicton de cargu dada, y supo-

/\ /\/ nicndo en seguida 1a viga eQ;;'p1mme",ede,,"cgada
'" y sin peso, apliquemos s610 at nuda 6 una carga vcr-

1 :s�!:;� J
�

tical igual al I (fig.7b)
, 'Determinemos los esfucrzos correspondientes

fN"2V�. _

;r��:j�:S barras y escnbumos la ccuacton de los

"':I �)
.

;

l'o6=ZS,As

Como el apoyo ttene un carro de dilataci6n. una varfacton unfforme de temperatura rrenetcrme
In viga dada en otra semcjante y per 10 tanto cl desplazamiento vertical de! nude 6 no es influenciado
si la cabeza inferior de la viga es horizontal.

11 . EJ.�PLO ll.-Se pide eI scntamiento d respecco a la horizontal de los tlpoyos extremes. del
venice C de la cercha ya estudtada en el N.� 8. Despues de habet determmado las incognitas X' y
X" y heber culculado los esfucrzos en las barras con Ia relacion

S=So- Sf X' _ S" XI!

se anulan todus las cargas reales y se apltca a la estructuru principal estattcamente determinada
(fig. 8 a ) solo �na carga igual a 1 aplicada en C; resultan en las barras ciertos esfuerzos SL fiicilmente
dererminables.

-------- ------:-�--------;
,
,

:

Se puede enronces escrtbir Ia ecuacion de los trabajos virtuale s

Si se quicre en vez el dcsplazamiento horjzontal 0' del vertjce C hacia lu dereche, bastara imagi
narse la estructura principal sclicitada por una Iueraa horizontal igua! a 1 aplicada en C y dirlgida
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had" Ia d�iecha (ng. Sb). ::51 represent amos con S', los csfuerzos correspondicnrcs en las l-arras. la
ecuacion de los trabajos virrualcs nos da, suponiendo rfgtdo cl upoyo A:

12. EJ�\1PLO III: -·S<.: ride cl desccnso om del nuda /II del tramo central de 1<1 viga enrej<.1du con
tin'. ,1 reprcsenladiJ en 10 fig. 9.

Dcspuds dc hubcr dcterminado los csfuerzos S en Ius ba-rns, corrcspondicntcs a la condlclou de
carga dada, se haee cst.inoamentc dererminndc e.l tramc, en que se cncncntra el nuda m climinando
las dos barms EP, HK'<.con 10 que sc obuene la viga c, C, simplemente apoyada. Se imagina cntonccs
catgada esta viga con una sola carge vertical iguBi a J aplicada en el nudo m : se producen en las
harms crcrros esfuerzcs 5" fecllmente detcrminablcs. Despues se escrlbe la ecuncion de los trabajos
vinuales:

1 � b m = Z 5, L\ -: = 2: S, S r

11, EJ p;)ligvno de inflexion de Ia cabeza de una viga enrejada puede construir
sc determinando el desplaaamiento de cada nuda con la aplicacion rcpctida del teo
rema de los trabajos virtualcs en la forma mdicada en el N.<' 9. advirt.iendc que puede
evitarse una nueva determinacion de los esfuerzos S I para cada despiazamiento que
se busque.

Can este objeto (I), suponiendo que se truce una viga de longttud l simplemente
apoyada (si se trata de una viga continua y se busca Ie deformacicn de un tramo dado,
para Ia determinacion de los esfuerzos S I podernos, como es sabido. aislar ese tramo
de los demas y considerarlo como simplemcnte apoyado), se caiculan 0 se constru
yen con los diagramas rcciprocos (si 1<:1 viga es simetrica bastara uno solo) los csfucrros
SA y 58 producidos nor las reaccioncs de apoyo A:==: 1, B = I respcctivamente: entonces.
si Xm y X'm son las distancias del nudo considerado a los apoyos A {izqurerdo) y B
(derccho), sc ticne, evidentementc, para Ia cxpresion del dcsplazamienro de aqucl
nuda

X'rn

en la cual la pnmera sumatoria cs para las ban-es de lu izquierda y Ia segundo cera
las barras de la derccha del nudo cons ide redo.

:"1) Winkler. Voreragc tiber Bruckenhau
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Una barra sc debe considerar a ia derccha 0 a Ia izquterda segun que Ia carga 1,
que Imugtnamos aphcada <11 nudo en cuesticn, pertenezca a la derecha 0 a la izquierda
de las dos partes en que qucda dividida 18 viga par la seccion que se ha heche para
detcrminar el csfuerzo en aquella barra. Sl hay una barra que sole del nuda cons ide

rado. para 18 cual no sea aplicable el criteria ccnsiderado, habra que avaluar separa-
S, Ss ..

damente el ternunc -- correspondiente a aquella barra.
EF

Dicho polfgono de inflexion puede consz.ruirsc tambien como polfgono funicu
lar de fuerzas ideales liamadas pesos elasticos, aplicadas en los nudos ccrrespondientes

de la estructura (1). Entre un peso cual-

't'..
et m esimo, que designarernos can cern, y los

td.. "'" qutera, dcsplazamientos 11m-I, 11m, '7m+l
; '�" (ng 10) de los nudos (m -I) esimo, m

!.
••••_

•• �':.,. esimo y (In+ 1) estmo, susbsiste la relaci6n
H ; 0

Fii 10,
1)",·,·1-11,,,

··,L!t: SC obtienc facilmente de 13 ccnsideracion
gone funicular: a tambien, suponiendo H= 1

(16) t)m-l1m�1
------

del pclfgono. de

I1lm+l _ "

las fucrzas y del poli-

EI segundo miembro de la (16) puede expresarse facilmente en cada ccso com,? el

trabajo virtual corrcspondicntc a una condicicn de carga hipotetica y a las varia
cicncs de longitcd efectivas de las barras, can 10 cual cl poligono funicular de los pe
sos elasticos w US! calculados representara cl polfgono de deformaclon real.

14. DIACRAMA DE Wn.r.ror.c-Anres de dejar el.tema de los desplazamtentos de los
nudes de una viga enrejada producidos par las fuerzes externas aplicadas a la es

lructura a par orra causa, seenos permitido describir brevemente la scncillfsima cons

truccion puramente geometrtca debida a \ViJliot (2), aunque ella no tenga ninguna
rclacion con (':1 teorema de los trabajos virtuales.

Sea .A.BC (fig. II a) un elemento triangular de la estructura, supongamos por
un memento que cl nude A y la ban-a AS sean de posicion invariable, y busquemos
la nueva posicion de! nudo C despues que las barras 8" s�, 83 han sufrido las varia
cioncs de Iongitud 8 s.; 8 s�, .6. S3 respectivamente, de las cuales supondremos,
p. cj., post.iva Ia prirnera y negative las otras dos.

lmaginemos suprimida Ia uni6n en C de las dos barras s», 8.3 y apliquemos en

BS' Ia variacion de iongitud .6. .s, en el sentida AB borque ts Sl es posiuoo: apltquemos

(1) Mcller-Brcsleu. L c.

(2) Wnhor. Annates du Genie Civil.. 1877.
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despues en CCr [a variacion .1.,}2 en el sentido C;\ /"iur0'V';!:. ,\2 .;S

DC por cfecto del alargamicnto II 5I S8 uasladn paralclumcntc
apiiquemos Imalmente en C2C3 Ia variacion

D. 83 (en el seruido C1B' porque la hemos

supuesto negativa); para cerrar nuevamente

el triangulo tienen que rotar las barras

Ae" B'C3 en torno de los nudos A y B',
con 10 cual sus extremos C, y CJ desert

biran dos areos de cfrculo, los cuales por

otra parte pueden reemplazarse por las tan

gentes respectivas, a causa de la pequefiez
de las deformaciones. Por 10 tanto. tra

Z311do CI(�' 1_ ;\C, CJC;'..l Be obtcncmcs

7

"

�
"

en cl ponte de intcrseccion (/ la n:1\:-,':I

posicion del nuda C. de manera que CC' represent.a en :-'1 •. ;.,�. 1-' '-i-\""

el desplaaamiento del nudo C. Si Ilevamos a partir de un polo () (fig : 1 b), <:11'

bitrariamente elegido, segmentos equipolentes de las variaciones II S" b. S2 Y 8_ con

tinuacion de Ll s, aplicarnos un segmento equipolente de A S3, Y por los extremes li

bres de Ll s, y A 83 trazamos normales a las direcciones de las barras '3. y Ss, obtc
nemos en el segmento que va del polo a1 punta de interseccion de esas normalcs uri

segrnento equipolente al desplaznmiento del nudo C; en Is practice cs mucho mas

oportuno para conseguir mayor claridad, ccnstruir los desplazamientos de csta ma

nera, aparte del esquema de Ia estructura.

Procediendo de la misma manera se puede determiner el desplazemicnto de un

cuarto nudo unidc mediante dos barras a dos de los nuclos ya considerados, y asi CI";

seguida se construye el diagrama de Williot, en el cual los radios que patten del

polo 0 dan en magnitud y direccion los desplazamientos de cada nudo de 1;:1 est rue

tura. Se entiende que para esta construccion grafica conviene que las variacioncs

de longitud .6. s de las barras sean ampliadas fuertementc, sin que por esc Ie cons

trucci6n pierda su rigor matematico: en efecto, Ia fig. II b construida con A., ampliu
dos en una razon cualquiera n es homotctica (en 10 razon n) con la que se consrruirta

valiendose de las variacioncs efectivas b..� de longituc de las diversas ban-es, per

consiguiente CC' representa exactamente en posicion e l desplazamicnto del nude.

pero ampliado en la razon n

B}EMPLO I.-La fig. 12 a represcnca eI esquema de una grua enrcjuda articulada can r6rula en

0, y guiada en a par un COlJ,oIf cillndr+co de gcneratrices verrtcales Suponiencio conocidos los esfuer

zos S en cada barra para una condici6n de carga dada (en el esquema se representuron como de cos

tumbre mas gruesas las barras comprimidas y mas delgadas las tendidas) y cnlculudas las V�I)T1C10nc-;

E F
de longitud correspondientes 6. s =

Ss- df; lu�� barras. sc ha con-a rL<;do;en L, fig. 12 t, c:] diagrd-

rna de Willior en la forma indicada, partiendo del nudo fijo 0 y observado que la berra 007 es de
direcci6n invariable; los desplazamientos 0'01', O'b', O'e', O'd' se aplicaron en d esquema a una

escala diez veces menor, y se indic6 con linea de p�ptos cl esquema de la viga deform",da_ Sin embar

go hay que observur que mientras ast se obtiene la represcntaci6n exacta en pcsici6n de los dcspla
zamientos de· los nudos, can la amplicacion ft, no se tiene la variaci6n de !ongit\Jd de las barras; sin

embargo cl esquema de puntos as! construido sir\'C para dar un,':: idea de la dcformll.ci(m de]a es

tructura



8 Anales _�ellnstituto de Ingenieros de Ch_i!�

Q:)

,}9:r\\(,f6'�' ;

... �'�-... ...
,

'

\ .....

,.�
c' :

.

i
•

1 5. Cuando, como sucede

en In mayorfa de 105 CrlSOS dc lu

practice. no exist a una barre que

salga del nudo fijc 0 que sea de

direccron invariable, sc comen

zara a construir (,1 diagrams de!

mismo modo, siguiendo ei meto
::.1<: indicado, como si una ban-a

que S[l�C de 0, urbitruriamente

clegida, fuese de direccion inva

riable, y despues se compondran
los dcsplaznmientos as! obterudos con los que resulren de una rotacion de toda la

cstrucrure en torno del nude fijo, rotacion cuya arnplitucl queda deterrninuda en

cada C(fSG eSrC("i81 por 18':-' ligazoncs a que est a sometida la cstructura

,
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8JE:\IPLO ll.---La fig 13a represents cl esquema de una cercha impostada con rctulc en 0,

apoynda con carro de dilatncion cn f contra una superficic plana inclinada cualquiera. Partiendo del

punto fljO 0 y considerando primeramcnte 1.1 ban-a 1 como de posicion invariable, se construye

(fig. 13 b) el diagrama de Williot . con 10 cual se obncncn los desplaaamienroa auxiliares O'c", orb' ...
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observese ahara que el dcsplazamiento real del nuda f no puede rener luger mas que en la direccion
del apoyo, y como el dcspiazamiento O't' no ncnc esu dircccion, habra que hucer rorar Ia estrucrurareformada, en tome del nuda 0 a fin de que cl nude f calge en su plano de deslizamicnto A conse
cuencta de esta rocecton todos los nudes descrtben arcos de circulo que ttcnen el centro en 0 y que
son proporcionales a las riisrancias que tienen al punta 0, y estes arcos pueden reempluzarse. como
de ccsturnbrc, por las respecnvas tangentes. Par consiguiente, t razada por 0' Ia normal O'fo a 13
recta Of y par [' la oaralela /,fo 01 plano de apoyo. resultara en [of' cl desplazamicnto vcrda dero del
nudo t. result.ante del desplazamiento foO' {debido <1 larocaclon en torno de 0) y del desplazamiento
precario O'f' determinado antertormente.

Ahara, para obccner todos los otros punros 110, be, co., analogoe a fa observese que deoen
cncontrarsc sabre los rayos de un h az de centro 0', respectivameme normalcs a los radios que van
del nuda 0 de Ia estructura a los nudes a, b, c, .. y que Ios segmenros O'co, O'bo, O'co.. deben estar
con las dtscenctas corrcsoondteote; .)0, Ob, Oc.. en [u rezon constanre 0'/0: OJ; resuha que uniendo
con rcct.as los puntas 0', ao, bo, co,,, . debe obrenerse un esquema analogo al de la e.strucl'!ra dada,
girado de g(Ju respccto a este 4,ltimo, y con la raz6n de slrmlitud 0' fa: OJ. Este nuevo esquema resul
ra par 10 tanto compietamcncc deccrrninado, y se obtienen as! en aoa', bob', coc',.. los scgrnenros
equipolcntos de los desplazamientos rcales en 11'1 estructura.

16. Si al const.ruir el diagrams de Wiilict se parte, como se ha heche en los ejem-
0105 precedentes, de un nude extrema de in estructura, sucedc a veccs que los dcspla
zamientos auxiliarcs asumen propcrcicnes demasiado cxageradas, can perjuicio de 1<1
comodidad y de II:! exactituo de la construccion grafica Se remcdia tal inccnvenren
tc pantendo de un nudo intermcdio, supuesto Iijo. y dcterminando despues Is figura
semejante al esquema, que satisfaga las condiciones de apcyo. Su-va de ilustracion
el ejemplo siguiente.

ErEMPLO r I I (I ).-La fig. 14 a represents el esquema de una viga enrejada trtangulada en forma
de pez, fiju en g, m6vil horteontalmeoce can carro de dilataclon en d. Partfendo del nuda mtermedto
o considerado como fijc, y sup::miendo in_,::ariablc de posicion la berra I, construyamos el diagramsWilltot. primero para una mttad de Ie vigu y en segurda para la otra Obtenidos <lsi los despluzamien
tos auxiliares cr«, O'b', O'c', er-r, Cye', O'/', 0','(, cbservese:

1.° Que el desplazamicntc cfectivo del nuda g dcbe scr nulo y per lo tanto cl punto ��o debe coin
cidir con g';

2. u Que el desplazamiento del nuda,>; no puede ser rna!'. que horizont[I), y por 10 tanto el punto((' debe encontrarse sabre la horizontal trazada par d';
3.° Que go do debe n:�ukar normal a g d.
Estas treS condiciones determinan completamente Ia figura semejante 81 csquemu, can 10 que

quedan determinados los dcsplazumicnros cfectivos para codas los nudos
Si proyectamO$ horizontalmcnte sabre las vcrticales de los nU,dos, p. ej .. del contorno s�pcriur

de la viga, los desplazamientos saS] determinados, 0 sea proycctamos go Y d" en RI y dl, Y c', a', b'
en el, a, y bI Y un_imoslospu.ntosasl obtenidos por medio de rectas, se obtienc el poligono de inflex_i6n
de Ja cubeza superior de la viga, Este pollgono tient: una imponunda especial en las apHcaciones.Cuando solo se trate de construir cste pollgono se pueue evitar. como es evidente, la conSlrueciondei esquema semej<lnte al ue [a vigil uada.

§ 3.'-Tr:::OREIV1AS DER;VADOS DE LA ECU/\.cr(JN DE LOS TR/\'B_�';OS VI[l,TL'ALES

17_ 'fEOREMA DE CLAPEYRO'\.'.---Designando con C? una cU8lquiera de las fuerzas
externas nplicad<:!s en los nudos de una viga e!1fej8da, Y COil S el desplaz8mienLo de su

punto de aplicaci{:)n en 1<.1 direcci()n de hI fuer2"'�_, (kbiclo a In dcfornl:jci6n c1:isticu de

(I) Mul!cr-Br(!slnu, i, c.
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la viga; con S y � s respectivamente, los csfuerzos en las barras y las variaciones re

lativas de longitud que producen esos esfuerzos, Ia ecuaci6n de los trabaios virtuales
toma la forma

y por /0 tanto se tiene tambien

perc i;Z A s representa para una barra cualquiera el trabajo de deformacion cuan

do el esfuerzo crece con tina Lev cualquiera gradualmerue, desde el valor 0 hasta el va

lor final.

\

_____ 4�d.��'
-----a, 4\

----� \
,

=": '$ \,
"

,', ',
" ,

I ', '6)

\

,
,

e,

Fig. 14

El ,rabajo producido bor las iuerzas externas para dejormar la �s!rUclura es inde
txndieme de fa ley segun fa wal crecer: dtcnas fuerzas, y tomoien del orden de sucesion
de su accion, y es ignol a La semisuma de [0,1' brcduaos de los valores finales de las [uer
zas par los desplazamiemos [incles de sus ,bUlltos de apiicacion, aDaluado.l' en fa direccion
de las fuerzas mismas.
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10. i:::'xPRESION GENERAL DEL TRABAJO DE DEFORt\1ACI{)N.--Consideremos una ess -

tructura hipcrcstatica solicitada en los nudes por fuerzas externas dadas, en equili
brio, crecientes gradualmente desdc el valor cero haste el valor final; supongamos que
las reecciones de las ligazones 110 produzcan trabejo ; y para tener el case mas general
supongamos que en algunas 0 en todas las bart-as Sf prcduzcan de la misma mancra

Iuetzas indcpcndicntes de IDS cargas (tcnsiones artificialcs, esfuerzos producidos per
variaciones de temperatura, por dcfectos de ccnstruccion, ctc.) que indicaremos con

St. Los esfuerzos totalcs S, resultaran iguales a la suma de los Sr prcducidos por las
fuerzas externas y de los St; se tendra entonees

y el trabaic total de deformacion para toda la estructura serB:

o sea

perc en virtud del teorema de los trabajos virtuales, :t S St r=O, porque siendo nulas
las fuerzas externas (cuando se consideran los esfuerzos Independientes de las cargas),
y las reacctones de las Iigazones, par hipotesls, no producen trabejo: se ticne

per consigu iente

(17)

19. TEORFMA DEL TRABAJO MiNIMO.-EI trabajo t2:S�r es una cantidad cons

tantc para un sistema dade de fuerzas extcrnas: los terminos Sr son en vez variables
indcpendlentes de las cargas, perc como todos los terminos de Ia segunda sumatoria
de la (17) son esencialmente positives, en la hipotesls hecha es valido cl teorema:

Ei trobajo de dejormacton de una estrtlclura enrejada soliciuida en los nudas por
juerzas externas en equilibria lorna e[ valor minima

cuando las barras de la eslruclura no esUin sujeuu a esjuerzos independicntes de las

cargos.
Las ecuaciones que detcrminan las fueraas hiperestatlcas X, CHanda las reaccio

nes de apo)'o no producen trabajo, se convierten como se he vlsto en el N." 4 en las

(C)), las cualcs si Sf: brescinde de los esjuerzos que bueden prcducirse en las barrae bor
causes indeoendientes de las cargas (variaciones de temperatura, defectos de construe

cion, etc.) coinciden con las

JL
--··�O
(JX'

.

oL
·--�o,
ax-
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de donde result.a otras manera de determinar las X (en 18s condiciones arriba indica

etas) en armenia con el teorema demostrado ahore:

Se expresa e! trabajo de deformacion L de. La eslructura en [uncion de las [uerzas
ext,<'rnas y de las X Y Sf: igualan a cera las derisxuias parciales brimeras respecta a las ..-\-.

I�I teorema del trubajo minimo fue enunciado per primera vez per cl general
Menabrea, que 10 liamc tarnbien principia de eiasticidad y 10 expreso en los terminos

siguicntes:
Cuando un sistema elastica estci en eouiubrio bajo la ace ion de [ucrzas extcmas, ci

trabaio desarrollado oor ejecta de las tensiones 0 comprcsiones de los miembros que unen

los diiersos puntas del sistema es un minima.
.

Castigliano, que con su bien conocida obra e 1�t-�eorie de r eouilibrc de" sys temes

elastioues et ses applications ... (Turin ]879) contribuyc eficazmente de un modo es

pecial por las- interesantes aplicaciones tratadas. a la difusion de los mecodcs moder

nos de calculo de los sistemas elasticos, enuncic el mismo teorema en la forma

siguiente, que die ccaston a diversas disputaa: Las tensiones que sc desorrollan despues
de ocurrida la dejormacion tienen los valor��' que haccn mirumo el trabajo de deforma
ci6n (1).

20. TEOREMA DE LAS DERIVADJ\S DEL TRABAJO.-- La ecuacion de los trebajos vir

tuales para una viga enrcjada, para la cual las rcacciones de las Iigazones no produ
ccn trabajo y las barras no sopcrtan esfucrzos independientes de ias cargas. pueden
escribirse en Ia forma siguiente:

(18) I p", + p", +. . .. + Pm 'm .

(�(S,P,+S,P,+ ... +SmPm.
+ Pn On =

+ So Po +S'X'+ S" X" + 0.) t>"

Supongarnos ahora nulas todas las X y rodas las carges P a cxccpcton de Pm
que la haremcs igual a I; sc obtiene entonces:

( 19)

O tambien, si ohservamos que la (IS) es valida para valores cualesquiera de F y

de X, si tomamos la derivada del segundo miembro respecto a Pm podemos conside

a S a So
rar como constantcs rodas las otras P y todas }(1S X, y escribir --

= SUI
aPm ClPm

y cntonces la (19) puede escribirse tambien

,S
--.ls

,Pm

(I) El princihio de let eiasticidad .rue enuncicuic par Menabrea a la Academia de Turin en 1857;

sr:guii! en seguida la Naa del mismo Ol,j/or Q la /\atdemia de Francia en 1858, )' fino/mente if! A1emoria

a la Academia de Turin en 1871, «Principe delauicuc au j)ril1cipe de motndre troioib. Este principia

fUI: empicado en alguna$ c1.,fe.�liunes por Vene, Pagani, Mas.wlIi. Yo en 1857 (Academia de Turin)
Doroo. aplica el mleod� de [0; mornen/os nirtuaies (I la solud6n de los problemas de fa estdtica de las cons

trucciones,

Sabre la prioridad del teorema del trobajo muumo vcase �Atti della R. Academia dei Li ncei- (1875),
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Por 10 dem.is Sf llega al mismo result.ado extendiendo la dcrivada a las X,consi
deradas, como 10 son, como Iuncioncs de las P; en efccto, poniendo:

X' = a'l P, + a'zf\ 1-
x- «, PI + a"" 1-\ -1-

+ a'm Pm+ '"

-i- a" m Pm-/-

se tcndra

iJSo
+ S" 'S" " _l�

1-:'>--- ctln,-'- ex m-t-
a m

y cntonces

as,
= � --- '" 0 +

' � S' ,\ � + " -c S"' +P"-I" am"" i..l." am"" uS ...

n m

pero en la hipotesis c=() y l=O nc ticnc:

kS'.6.8 = 0 �S".J.-'i =0

por 10 tanto, etc.

Reemplazando d s por su expresicn obtenemcs:

as s.
Om =2.:

aPrn EF

SZ ,,,
i!); ----- -

lEI"

aPm
a sea

(20)
aL

Om =

a p�-

Luego, en Ia hipotesis hecha vale el reorcma:

El desplazamiento Om del punta de aplicacion m de una carga Pm en la direcci6n
de Pm e.) igual a lu deriiada parcial del trabajo L de deforrnacion de la viga respeao
a Pm

A.I aplicar esre tecrema recuerdase que pudiendose siempre considerar los esfuer
zos en las berras superabundantes, como tambien las reacciones superabundantes,
como fuerzas externas independientes aplicadas a la estructura principal, su puede
limitar la exprcsion de L 5610 a Ia estructura principal estaticamente determinada.

De analoga manera se demuestra el teorema reciproco, 0 sea: La derivada par
cia! del trcbajo de detormccion L, rcspecto a Om, cs igual ala carga Pm.

Estos teoremas se cicben a Castigliano.

21. TEOREMA DE Bet-n-s-Supongamos que en los nudos de un sistema enrejado,
en las condiciones Indicadas en los des numeros precedentes, se aplique primero un
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sistema de fuerzas Pc e indiquemos con Sa y a Sa respcctivamcnte, los csfucrzos pro
ducidos en las barrus y las corrcspondientes variacioncs de longitud de las mismas.

Suprimamos las fuerzas Pe y apliquemos en seguida 81 mismo sistema ott-as fuerzas

Pg , e indiquemos con Sb, � -sb las cant.idades correspondientcs, analogas a las pre
cedentes. Scan ob los desplazamientos de los puntcs de aplicacion de las P« avolua
dos en las direcciones Pe producidos POI' las fucrzas Pg , y demos un significado and

logo a ou.
Aplicando el teorema de los trubajos virtuales, primero al sistema de fuerzas de

indice a y a los desplazamientos de Indtce b, y dcspues al sistema de fuerzas de indice

b y a los desplazamientos de Indice a, tendremos

�Paob = 1;SaAsb =�SaSbr
);Pboa � ); SbL\. Sa � );Sb5a r

de las cuales se deduce:

(21 )

o sea: En un sistema enrejodo cargado en toe l1udos, ere el cU9-l las reacciones de las li�a
zones no producen trabajo y las barras no soportan esjuerzos independientes de las car

gas, la suma de las productos de un sistema de Juerzas par los desplczamientos (avalua
dos en direccion de esrcs Juerzas) prcducidos par otro sistema de fuerzas, es igual a La
suma de los productos de las [ueruu del segundo sistema par los desptazamientos (ere
luados en direcci6n de estes segundas Juerzas) prcductdos por el brimero. Este teorema

lleva tarnbien el nombre de Teorema de reciorocidad.

22. TEOREMA DE MAX\\'ELL.-Sup..'1ngan1os que en el teorcma del numero pre

cedente los dos sistemas de fuerzas se reduzcan cada uno a una sola fuerza unitaria

aplicadas, Ia primera en un nudo In en una direccion n1U, la segunda en un nuda n en

una direcci6n nv; sea omn el desplaaamtento del nudo m, avaluado en Ia direccion

mu, producido por la segunda fuerza, Y "nm el desplazamiento analogo del nuda n

producido par 1a primer-a: la (21) se convert ira en:

(22) "mn =onm

que expresa elleorema de Maxwell (1) demostrado antes que el de Betti, 0 sea:

El desplazamieruo de un nudo m en La direccion mu broducido par una juer:a
ablicada a un nudo n en la direccion nv es igual ai despkuamienio del nudo n en la di

recci6n nv producido par la misma [uerza I aplicada af nudo m en fa direcciori mu.

23. APLIcAclaN.-Una cimbra enrejada triangular (fig. 15), estrictamente Indeformable par sf

misma, bene edemas sus extremes A y B untdos J?:Or un tirante con el objeto de eliminar el empuje
que prcducirfa sobre los pies dcrechos st estuvi� imposrada con rotulas en ellos. EI apoyo A cs

fijo y el B es movil sin rozamiento, ·por consiguiente, las reecctones de apoyo no producen trabajo,

(1) Maxwell) C., On the Calculation 0/ the equilibrium and .sti/fness of frames (Philosophical
Magazine, vol. 27, 1864)
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y una vanacion uniforme de temperatura tiene por efecto solo el de transformar la estrucrura dada

en otra semejante, sin produotr ningun esfuerzo en las barras Por 10 tanto son aplicables los teore

mas del trabajo mintmo y de las derivadas del traba]o
Queremos demostrar can cstc ejemplo c6mo

eI reorema de los trabajos virtqalcs y los otros

teorcmas mencicnados proporcionan cl mismo

valor para la tension X en la cadcna.
CON EL TEOREMi\ DE LOS TRABAJO$ VIR

rUALES. Elilninada la cadena se determinan los

esfucrzos So en las barras de la cimbra (estruc
t.urn principal); suprimidas en segujda todas las

cargas y Iacadena.: se apltcan en A y en B dos

Cuencas unitarias Iguales y opuestas. dirtgidas hacia afuera (X =

I

Fig. 15

-f ) y se determinan los csfucrzos

S' correspondlentes: se tiene cntonces

S = So --- S'X

v para determ.nar X s-rvc la ccuacion de lo-, trllbnjus virtuales correspondientc a la sobciracton

hip;ltt:tiCn X =-1 Y a los de.."plazan;icnt03 cfccnvo>, 0 sell

XI
pero At = -- st Fe es el area de Ia seccron transversal de la cadena. fuego:

EF,

ZS'Sr

X�-l-
---� +}; S'� r

EF,

CON EL TEOREMA DEL "l1.¥BAJO MiNIMO.--Avaluando el trabajo de: deformacton de la cadena

separademenre del de la cimbra se tienc

y par 10 tanto

aL
---

� 0
aX

Xl as

EFc
+2:S,

aX

de la cual se obnene la misma expresi6n para X.

CON EL TEOREMA DE LAS Dr:RIVAOAS DElL TRi\BAJO.-El desplazamiento del punta B en la direc

ci6n BA debe ser igua f ala derivada del trabajo qde deformacicn de 13 cimbra propiamente tal, res

pecro a le tensi6n X de la cadena, pero esc desplazamiento es negativo y queda medido par el alar

Xl,
garniento de la cadena, 0 sea por ' -luego

EF,

XI

EF,
=_a-}2:��r_

aX
=}; S r

as

aX
= -1: SS' r

que nos da [a misrna expreston para X.
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24. La invest.igacion de los desplazarnientos de los nudos de una estructura en

rejada no s6lo tiene importancia para las operaciones de prueba, sino que puede ser

uti! tambien para la determinacion de las inc6gnitas X en las estructuras hiperestati
cas. Esto results, en primer lugar, de la interpretacion siguiente de las sumator-ias

que entran en las ccuaciones que detcrmman las X, encontradas en el § 1, p. ej. en

las (15) .. Aplicando el tcorema de los trabajos virtuales a Ia e.slructurQ principal,
combinando los esfuerzos So con los desplazamicntos producidos per 18 solicitacion

X' =--1 (designaremos con 0' los desplazamientos de los nudes avaluados en direc

cion de las cargas) y suponiendo los apoyos rfgidos se obtienc

I P 0' = I So S' r

Stgmficado analogo tiene la sumatoria I So S" r

Para la sclicicacion X' =-1 y para los desplazarnientos producidos por la soli

cltacion XI! =-1, indicando con Or2 el desplazamiento del punto de apiicacion de

la [uerza X'=-l (avaluadoen direcci6n de Ia fuerza misma} producido por la fuerza

XII=-l, el teorerna de los trabajos virtuales nos da

que resulta igual a (teorema de Maxwell)

Con interpretacion analoga se obtiene

On = � S"> r

0>2 = I 5"2 r

y finalmente, combinando la solicitaci6n X' =-1 con los desplaaamientos termicos sc

tendra, indicando con dLt el desplazarniento term.co del punto de apltcacion de 18

fuerza X'=-I avaluado cn direccion de la fuerza misma.

a,t = 1; S' u t S

y analogamente

02t = � S" at s

de manera que las (JS) pueden escrtl-irse tambien

(23) f 0, = 1; Po' -X' QII- X" 012 + 5.t

(o� = 1: P8" �XI O<2-X" OJ3 + Olt

25. Se llega al mismo result.ado aplicando el teorema de rectprocidad de Max

well. As!' p. cj., la reaccion X del apoyo Inrerrncdio C de una viga enrejada continua
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de 3 apoyos, producida por una cierta eondiei6n de carga real dada (fig.
determinarse de la manera siguiente:

Suprimido ei apoyo C se determina
el descenso 00 del nuda C de Ia viga en

rejada AB simplemente apoyada en sus

extremes: luego, supucstas nulas todas
las cargas se determine el descenso Or del

mismo nuda, producido por una carga
unitaria aplicada en C (X =---1). Se ten

dra entonces, evidentemente, si los apo-

16) puede

Fig. 16

yos son rfgidos
x

00 --

-1 0, = 0

de donde

(24) X� 1

Y si el apoyo C sufre un descenso .6. c respecto a 18 recta AB, se deberfa poner

X

oO-Toil, = a c

de donde

X� 1.

Analogamente, indicando con Ot el desplazamiento vertical del nuda C (positivo
haeia abajo) producido per una variacion de temperatura en las barras (si la cabeza
ABC es rectilfnea y la variacion de temperatura es uniforme para codas las barras

Ot=O), se tendra

Ot
X, � 1.

0,

Imaginemos ahora que se ha construido el poligono de inflexi6n de la cabeza in

ferior (aquella en que estan aplicadas las cargas) de la viga AB sin el apoyo C, produ
cido par una carga unitaria aplicada en C, y cntonces 51 Ja cerga I en C haee bajar
otrc nuda D en Ia eantidad 0', la misma carga I colocada en D hara bajar C en 18
misma cantidad Br, en virtud del teorema de Maxwell. Este poligono de inflexion
es par 10 tanto, tambien Ia linea de influencia del descenso del nuda C de la viga
AS, sin el apoyo C. a sea una linea t.al que 5U ordenada a plomo de la vertical de

una carga unitaria que se mueve sabre Ia viga _A_B da el descenso del punto C. Resulta

que si Ia viga i\B esta cargeda cfectivamcnte par un conjunto de cartgas P, el des
censo del punta C esta dada per Ia sumatoria � P 0' , sc tiene entonces
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y por 10 tanto, fa (24) se convierte en

(25)
:!: Po'

X�--
0,

26. Analogamente, eJ ejemplo del arco impostado con rctulas tratado en el N. 0 5,
puede desarrollarse de esta otra manera. Convertido el area en estaticamente deter
minado en la forma ya vista, se construye el diagrama Williot para la solicitacion

hipotetica I sec e corrcspondiente a X =� 1. Sea 8, el desplazamiento horizontal

correspondientc de la rotula B, y &' el despjazamiento de un nuda en el que hay
aplicada una fuerza P (avaluedo en direccion de la fueraa): entonces, por el teorema

de Maxwell, si Ia fuerza 1 aplicada hotizontalmentc en B despiaza de 0' el punto de

aplicaei6n de P. la misma fuerza unitaria colocada en el lugar de P desplazara a B
horizontalmente. hacia afuera, de la misma cantidad 0', y entonces el conjunto de las
fuerzus P dara el desplazamiento .2; P a' del punto B. La rcaccion X desplazara en

vez el punro B hecla el interior de 13 cantidad -X81; se tendra entonces

� l = !: P 0' -- X 8,
de donee

x � ---------

0,

1; Po'-A t.

Si hay variacion de temperatura se calculan las variaciones termicas de longitud
Ll St = Ct t s para eada barre, se dibuj a un nuevo diagrama Willlot con el objeto de ob
tener el desplazamiento horizontal correspondiente 0t del punto B; se tendra entonees

de donde

(27) Ot
1.

0,

Si la vartacton de temperatura es uniforme para todas las berras se tiene, evi
dentemente

o:=cttl

y entonees

at!

a,

(Continuara).




