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Analisis Arm6nico

Aplicacion de las series de fourier a las obsmaciones de las temperaturas me

dias mensuales de Santiago, recogidas en el Observatorio AstlOnomico Natio
nal durante cuarenta anDS, (*)

POR ISMAEL GAJARDO REYES

(Desde el I.> de Enero de 1861 hasta e1 31 de Diciembre de 1900).

(Conclusion ).

Empero, no nos hag-amos ilusiones, pues para poder desarrollar todo este vasto

plan de trabajo, que deja simplemente esbozado, es menester coordinar muchos

esfuerzos Y poner en actividad muchas voluntades, esfuerzos y voluntades que no

se emplearian inutilmente, porque, despues de todo, redundarian en beneficio di

recto del pais y de su prestigio cientifico, ya que la ciencia es en si misma una he

rencia que debe if constantcmente incrementandose,

En efecto, desde los sistemas clasicos de educacion de Grecia y Roma, en que

predominaba la educacion fisica tendente a formar soldados robustos Y ciudadanos

aptos para los fines de aquellas sociedades; desde los tiempos griegos posteriores

(me refiero a los de Plat6n y Arist6teles) en que predomino el culto de la educaci6n

estetica, que daba por resultado la formaci6n del hombre hermoso casi divinizado;

(*) Ver el mim. de Diciembre de 1925,
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desde las escuelas utilitarias de Descartes y Locke, continuadas par los fiI6sofos del

siglo XVIII; desde el cultivo predominante del gusto literario clasico de los huma

nistas del renacimiento hasta e1 predorniniodel Espiritu cienttfico que, desde Diderot

hasta Herbert Spencer, ha adelantaclo en rapida progresion y dado caracter a la

ciencia conternporanea, tedo es factor, todo es elemento de juicio, todo herencia del

pasado que el presente analiza y transforma y adapta, como analizara. transformara

y adaptara e1 porvenir 10 que n050tr05 Ie leguemos, pese a la constante pretension
de las edades, que creen siernpre haber pronunciado 0 estar pronunciando la ultima

palabra en materia de ciencia, y se califican a S1 mismas de cientificas por ar.to

nomasia con encantadora sencillez .

.Asi, pues, nada tenernos que temer. para las grandes verdades, del progreso

de]a ciencia verdadera, cualquiera que sea su campo de accion: nada podra quebran ..

tar la existencia axiomatica de ese _'1,'0 que permanecc inmutable at traves de las rno

dificaciones, de esa misteriosa substancia permanente que habita nuestra carne." sin

ser carne, y en la que reside la conciencia del ser inteligente y libre.

Obs, 14 de Diciembre de 1925.

I'�I.-\EL GAJARDO REY; s.
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"PEND ICE

A:\JPLL·\C16:s: DE LAS EXPLICACIO�E'S RELATIVAS A LAS FCJf<\ICLAS DEL GIH'PO IE)

Sean las formulas:

an

[

J2"-- ,.---- y dx.
o
_ IT

(I)

I

j'
2"

---- y cos kxdx,
�

(2)

1

J2tr--- y sen kx dx, .

"

Lajonnula (1) de este grupo es isual at calor medic de y, por la muy sencilla ra

zon de que puede ponerse bajo esta forma:

I

J2rr2�-o yux.

En consecueni-, se encuentra ao tomcndo el promed.o de las orderados. que
en la mayot ia de los cases resulta = (I.



La formula (2) de este grupo es igua! a dQS veees el valor medio de (y cos k z),

por la muy sencilla razon de que puede ponerse bajo esta forma:

2

r2�y cos kx dx,
2;r-o

En consecuencia, para enconttar PI. P2. P3. p".,. se toma un cietto nUlnero dt

»alores de y; se multiplica eada uno POT ei coseno del angul« r 0 por el cos 2x, eos

3" etc., del cual y es la ordenada; se.haila el promedio de todos esos ealores y se mui

tiplica el tesultado por 2.

La!ormula (3) de este grupo es igual ados eeces el valor medic de (y sen kx), por

la muy sencilla razon de que puede ponerse bajo esta forma:

2

/2"'Ik -- ---_ y sen kx dx
2rr- -0

En consecuencia, para encontrat qt. Q2. Q3 .. qk se lorna un cietto numeTo de salores

de y; se multiplica cada uno por el seno del ringulo x 0 por el sen 2x, sen 3x, etc.

del cual y es la ordenada; se halla el promedio de todos esos »alores y se multiplica "

tesultado por 2.

Todo este trabajo se facilita enonnemente por UDa tabulaoion adecuada, como

puede verse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo I.-.4plicaci6n de las formulas del grupo (E) a la curoa original de la tem

peratura de Santiago.

Estas formulas se pueden aplicar muy bien a la curva de 1a temperatura de San

tiago, ya que, tratandose de observaciones realizadas en un periodo tan largo, 40

afios, podemos considerar a la funci6n perfectamente conocida.
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Pero a fin de no hacer los calculcs demasiado extensos, representaremos 13 fun

ciOn solamente por los siguientes terrninos:

y = C4) + PI cos X + pc cas 2x + qr sen x +

+ q, sen 2x.

Dividiremos el eje de las x en doce partes iguales, elevaremos las ordenadas

medias de las temperaturas y tabularemos los valores como sigue:

(a) (b) (c) (d) (e) (I) (g)

Meses N." dela ,

Iordenad: y x cos x sen x cos 2x sen 2x
----------_-.. _- -----� ��--- -- '-'--�- --�-- ---- ----_

Enero .. 1 1�"91 OJ 1

I
0 1 °

Febrero .. 2 18,79 30 0.866 0,500 0,500 0,866
:\Iarzo 3 16,62 60 0,500 0,866 -0,500 0.866
Abril. . .. 4 13,19 90 ° 1 --1 °

Mayo 6 10,06 120 ---0,600 0,866 -0,500 -0.866

Junio 6 7,85 150 -0,866 0,600 0,500 -0,866
Julio _ 7 7,88 180 -1 ° 1 0

Agosto. 8 9,00 210 -0,866 ---0.600 0,500 0.866
Septiembre . 9 11.43 240 . -0,500 --0,866 -0,500 0,866
Octubre. IO 13,67 270 ° --1 -1 0
Noviembre . 11 16,69 I 300 0,500 -0,866 --0,500 -0.866
Diciembre 1� 19,07 I 330' 0,866 1-0,500 0.500 --0.866

I I

Luego
ao � valor medio de 'y � 13",66

PI = 2 X valor medio de fy cos x)

Para obtener los valores de y cos x. deben multiplicarse los numeros correspon

dientes en las columnas (b) y (d).

1

PI ( [19.91 - 7,88] + 0.866 [18.79.+ 19_07 - 7,86 - 9,00] +
6

+ 0.500 [16,62 + 16.69 -
. 10.06 - 11 A3] ) � + 6.01

Del mismo modo
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P2 � X surna de productos de las columnas (b) Y (0
6

1

P2 = ([19,91 + 7,88 - 13,19 - 13,57] + 0,500 [18,79 + 7.85 + 9.00
6

+ 19.07 - 16,62 - 10,06 - 11.43 - 16.59]) � +0.17

1

q, X suma de productos de las columnas (b) y (e)
6

I

q, ([13.19 13,57J + 0,866 [lii,62 + 10.06 - 11,43 - 16,59] +
6

+ 0,,500 [18.79 + 7.85 -- 9,00 - 19.07]) � - - 0.37
I

q, � X suma de productos de las columnas (0) y (g)
6

'12 = (0,866 [18.79 + 16,62 + 9.00 + 11,43 - 10,06 - 7.85 - 16,59
6 - 19.07] ) = + 0.33

Por 10 tanto,

y � 13",66 + 6,01 cos x + 0,17 cos 2x -- 0,37 sen x + 0,33 sen 2 x

Demostracion de UJs iormulas (2) y (3) del gruto (s )

Sea la sene

y � f (x) = ao + p, cos x + P2 cos 2 x + '

+ q, sen x + q2 sen 2x + '

+ Pn CDS n x + ..

+qnsennx+.

Si multiplicamos ambos miembros por cos kx dx e integramos entre los limites

o y 2 Jr. tenernos:

1°1'Y Cos kx dx /2,,-= 30 cos kx dx + .

o o

/2,,-+ Po cos nx cos kx dx +, /2,,-, +qn sen nx coskx dx +
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Por consiguiente:

f2�yeas kxdx
ao

[ ]
2,

�

�
sen kx

,

+,
Pk

[ Sen2kX]
2

c,'+- x + ---- +.
2 2k 0

+ pnJ-�en(n--kiX + se_��+k��]�'2 I n-k n-l-k 0

qn [
cos (n-k) x co, (n-j-k ) x

J2T-- ---- -- + ----------- -

2
_

n-k n+k_"

'I
(2)

\

puesto que 1a diferenciaci6n de

x sen 2hx

y + ---------

o 4 k

nos da:

dy 2 8k' cos 2kx cos 2kx 1
+ ------ + ----�-(1+cos2kx)

dx 4 16 k2 2 2 2

dy 1

(
2kx

)-;:-
2 coss-

-2
- C052 kx

dx

luego,

/2"Pk cose kxdx
2 1

"-

sen kx
x+-2--

2k 0

Las restantes integrates se calcularan de igual manera y se obtendran, sin di

ficultad alguna, todos los terminos del 2,0 miembro de la serie (2)
Ahara bien. es facil ver que todos los terminos del 2. <I miembro de esta serie

desaparecen, a excepcion del termino cuyo coeficiente es Pk r que viene a ser = .. Pk·
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Entonces, tenemos:

rp' _/2; cos kx dx

de donde

112T-::' y cos kx dx (Q. E. D.)

Del mismo modo, si rnultiplicamos en la serie prirnitiva ambos miembros por

sen kx dx e integramos entre los limites 0 y 2 ... , tenemos:

r; senkxdx - a.!2;"nkxctx + .... +PD f;osnx senkxdx-j-.

f211".. +q" sen nx senkxdx -I; ....
o

Por consiguiente

f2... ae

[ysenkxdx - - -- coskx
o k 'b.l' sen2kX]

2".
+--x---+.

2 2k 0

�[cos
(k-n)x _

2 k-n
+

cos

(k+n)X_]2T_k-l-n 0

+
qD [sen_cn-k)X2 n-k

sen (n-j-k) x

]02.---.--- - +
n+k

Ahora bien, es Iacil ver que todos los terminos del 2.0 miembro de esta serie

desaparecen, a excepci6n del termino cuyo coeficiente es qk y que viene a ser - ".q.

Entonces tenemos:

f2.-- y senkxdx

de donde

(Q. E. D).
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Demostraciim de todas las formulas del gTUpo (,l.

Dijimos, al hablar de la determinaci6n de las constantes cuando la funci6n es

Iesconocida, que se dividira el intervalo, desde x =0 hasta x =27r. en n intervalos

cuales y se mediran las primeras n ordenadas.

Pues bien, estas quedaran representadas, en el cuadro que viene a continua

ci6n, de esta manera:

0" 30' 60' 90' 330'

2 .. 4" 6 .. 2 .. 2 ..

0 r-- (n-l)--
n n n �n n

x "" XI X2 X3 x, Xn_l

{r e=O) (r � I) (r �2) (r�3) (r � 11)
.- --_. --_-- - __ - ---- _--- -----

Yo YI Y2 Y3 .... Yn-ly

Siendo 271'" radiantes = 360"; n = 12 terminos Y T toma sucesivamente los va

lores 0, 1,2,. . .. . . n= l.

Ahora bien, supongamos que deseemos determinar las constantes en la ecuacicn:

+ql sen x-t- .

. +P. cos kx -} .

. . +q. senkx + .

en que el numero de terminos es n, de modo que Ia correspondiente curva pasara

por los n puntos dados en la tabla. Substiyendo las n series de valores de .t e y en

esta ecuaci6n, obtendremos n ecuaciones lineales de los terminos en p y q de la forma'

Yo = 30+Pl cos xo+ ....

+ql sen Xo+.····

.. +Pt cos kXo+ .

+ue sen kxo+ .

YI � ao+PI cos XI + ..

+ql sen X, +

+P. cos kXI + ...

. .. +q. sen kXI + ....
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Y2 = 30 +pi cos X2+ .

+ql sen xz+ .

!
!

.. +Pk cos kx,+
. . +qk senkx, + ...

I

Yo-I = ao+PICOS Xo_l +.

+ql senx n-l + ..

..... +pe cosk Xn_l + .

. +qe senkx n-l + .

::!: Yr = nao+ . . + Pk � coskx.-} + qk � sen kx, +

Resolverernos entonces estas n ecuaciones para determinar los valores de los

coeficientes p y q.

Ahora bien, la surna de los terminos cos kx, puede expresarse por la siguiente
relacion:

cos a + cos (a +(8) + cos (a+2,8) +. + cos (0+ [!,-1] fJ) - :,; cos (a+r/3).

Y aplicandole a esta ultima relacion el conocido teorema de Trigonometrta,
que nos da La suma de los senGS 0 cvsenos de una serie de anguios que estan en pro

gresian aritmetica. (Consultese la ohra "Tratado Elemental de Goniometria" por ].
de Mendizabal Tamborel. Ingeniero Ge6grafo rnexicano, pags, 441 y 442). (1), se

tendra:

sen

nS

(
n--l

)-2-
cos a+

--2-- (3

:; cos (0 + r (3)
8

sen

2

De igual manera, y por el mismo teorema, tendremos:

2: sen (a+r8) - sen a+ sen (a+8)+sen (a+28) + ..

nB
sen sen (

n-l

)"+--2- B
2

+ sen (.+[n-1] 8) =

B

sen

2
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(1) La dernostracion de este teorerna es la que sigue:
Por medic de las conocidas relactoues trigonomctricas

2 cos u sen y = sen (u-l-v) - sen (u-e-v )
2 sen LI sen v = cos (u-c-v) - ens (u +v)

pedernos escribir estas otras expresiones:

1." (tl${IIO."

B
� �n(c'+;-) =-seu (a : -)
� sen (a+ �a_)-sen (a+ ��-)

2 cos (( se» --

�

(:j
2,:0" (a+8) sen _ ... -

2

2 cas (a +28) sen

2

B
2 COs (a+[n-l]B)sen --=sen

2

20-1
B

Surnando ordenadamente estas igualdades, y cbservando que todos los terminos del segundo miem
bro se destruven. exceptuando el segundo y el "null/iml). resulta:

(:j

( 2n-1) ( B)Ycos(a+r{3_l=sen a+--2-B -csen

a--;-2 sen

2

---_._-_._---

De donde:

nB
sen ·--co£-

2 (
n -1

)a+ --;-.13
L cos \H + r 8)

sen

2

(Q. E. D.)
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y si hacemos a o y Ii , las relaciones anteriores toman

n

esta forma:

2" senlw I (n-1) .- \
� cos r I-� ---- cos. 0,

In 1". n

sen --�

n (A)
puesto que sen I .. = d. \2 .. senl1r 1 (n-l).-

� sen r 1-- sen----- D.
n I". n

sen

n

puesto que sen I n = O.

2.0 senos

2 sen a sen : = cos(a-�-)-cos(a+ :)

/i

(3/l) ( 5{J)2 sen (a+2/i) sen

�-
= cos a+;- -cos a+

2-

2 sen (at- [n-l] /i) sen = cos (
2

n-3) ( 2n-.l)at----2-{J -cos a+--;-fi
{3

2

Sumando ordenadarnente estas igualdades y observando que todos los terminos
del segundo miembro se destruyen, exceptuando el ptimero y el ultimo. resulta:
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Ahora bien, cuando 1 = 0, la 1." de estas formulas se convierte en esta otra:

2,
� cos rl - __ .

n

� cos 0 n,

por que cos 0 = 1 Y como son n veces 1. por estar la base dividida en n partes igua
les, Iorzosament e :::: cos 0 = n,

y cuando I = n

� cos r I ::; cos 2 [rr = n ,

n

y desde que, segun se puede ver en el cuadro.

2,

Xr= [----,
n

podernos tinalmente establecer que:

� cos lx, = 0, salvo cuando I = 061 = n. en que es = n

y � sen 1 x, = O. para todos los valores 'de I

2 sen ::; sen (a.+rp) = cos

,)

'J

(
n-l

)
n �

:2 sen a +
-2-- (3 sen

2"-

I)� donde:

n{3 n-l

sen sen (a + --- fJ)
2 2

::: sen (c + r f3 )
f3

sen --,.

2
(Q. E. D).
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En consecuencia, para determinar a Go simplementc sumamos las n ecuaciones,

y obtenernos:

�Yr=n30-t

y por ultimo,
!: Yr =·D 30. •

puesto que todos los otros term ina, desaparecen, a excepcion del primero.
De donde

1

a" � yr···· (Q. E. D.)

Determinacion de Pk

Para determinar p. multiplicarernos cada una de las n ecuaciones pbr el cocfi

ciente de Pk en esa ecuacion, €sto es, por cos kx�, y surnarernos las n ecuaciones re

sultantes.

Asi, obtendremos:

y cos kXo =ao cos kx, +t» COSXo cos kx, + +pe cos2kXo +

+u. senxo cos kxo + +qk sen kxo cos kXo+

YI cos kXI =_a.o cos kx, -� PICOS x, COS kXI + .... +Pk COSZkXl +

+qi sen x, cos kx, +. . +� sen kx, cos kx, -t-
1

y coskx = ao cos kx +p, cos x cos kx + .

It-l n--l D-l n-l n-l

+q, sen x cos kx + .

n--l 0-1 n-1
-----_._---

� Yr cos kx, = 30 L cos kx, -f-,,, . . . . . . +Pk� cos2kxr+· .....

+ Pp 1: cos PXr cos kx, .. ', . + qp2;' sen p x, cos kx, +

Ahara

�coskx,=O
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1 1
;;; cos (p-l-k ) x,+ - l: cos (p--k) x, �O;

2 2

:::: sen P x, cos kx, * ::: sen (p+k) x, + - ::: sen (p-k) x, �O;
2 2

I n 1 n n

:E C052 kx, * ,-
- (1 +c052 kx.) - + :::; cos 2kxr si k + �-

3 2 2 2 2

n

=-+
2

n n

n, si k
2 2

Por consiguiente,
n

- Pk' salvo cuando k
2

n

en que

De donde
2

Pk .:::; Yr cos kx..
n (Q_ E_ D.)

, Se usan los siguientes relaciones trigonornetricas:
2 cos u cos v = cos (u-!-v) + cos (u-v)
2 sen u cos v = sen (u-j-v ) + sen (u--v)

a

� Cos2--

2
1 +C05 a

Determinacion de qA:

Para deterrninar q. multiplicaremos cada una de las n ecuaciones por el coefi

ciente de qk en esa eeuaci6n, esto es, por sen kx ; y sumaremos las n ecuaciones re

sultantes.
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Asi, obtendremos:

ysenkxo =aosenkXo+PlcosXo sen kx, +. +p.coskXo senkXo+
+Q, senxssen kx, + + q. senzkxo+.

Yl sen kx, = ao sen kXl + PlCOS Xl sen kx, + '+Pk cos kx, sen kx,+
+ q, sen Xl senkx, + + qk sen2 kx, + ...

I

,
1

Y sen kx = 30 sen kx + PI COS x senkx +
_1 n-l 0-1 n-l n-l

+Ql senx senkx + .... + q. senekx +
n-l n-l n-I

I
+p.coskx senkx +

D-l n-l

}:: Yr sen kxr=ao X sen kX-r+ +pp � cos px, sen kxr+.
+ct.: 2; sen? kxr+ + Qp � sen PXr sen kx, +.

Ahora

Z sen kx, = 0

1 1
2: cos pX,senkx. • = - 2: sen (k+p)x,+ -�sen(k-p)x, = 0

2 2

1
,
,

- C03 lP--k) X, -- - � C05 (p-l-k) x,
2 2

o

1
� sen:.!: kx, '*

= z - (1-cos 2 k Yr)
2

n n n

sik +=-
2 22 2

n n n

0, si k
2 2 2

* Se usan las siguientes relaciones trigonometricas:
2 sen u COS v=sen (u+v)+sen (u=-v)
2 sen u sen V =GOS (u v)-cos (u+v).

a

2 �er.2 =l-cosa
2
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Por consiguiente,

n

� Yrsen k:-r = -·qk
2

De donde

2

(Q. E. o.:
n

DETER),IlNACIO:.i DEL PERioDO DE LAS ONDAS AR�I6!,\ICAS

Sea una onda cuatquiera representada por 1a ecuaci6n

Y = Qk sen kx

Ahara bien. sabemos que el periodo de una onda es 1a distancia entre dos pun

:os de interseccion de esta can el eje de las x y marchando en la misrna direccion,

Por consiguiente, en ambos casas, la orclenada se anula y tambien la funci6n.

Pero esta se convierte en 0 cuando

kx 0

kx = tt

!.\.X 2"

KX 3"

etc.

Consideremos
kx = :;,...

de donde
27:'

x =

k

Asi, pues, el periodo. 0 longitud de onda, de 1a curva

Y = Gk sen kx

es

k

Ingenieroo.- 3
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Entonces, si designamos a este periodo, 0 longitud de onda, por

2 ..

A � _-

k

tenemos
2"

k

y la ecuaci6n de 1a curva puede ser escrita en esta forma

2"x
Y = Qk sen --,

A

donde q. es 1a arnplitud YAel periodo 0 longitud de onda.

De todo .10 anteriormente expuesto, deducimos 1a regia siguiente:
"Para obtener el periodo de una juncion senoidal dividiremos 3600 P{J1 el coeji

ciente de x 6 t (0 tualquiet tetra que se adopte para la base 0 "variable independiente"),
o mas brevemente.

360"
Periodo en grado

coeficiente de x 6 t

Puesto que 2 .. radiantes � 360°, en donde hayamos puesto 3600 deberiarnos

poner 271", si quisieramos que el angulo estuviera expresado e� radiantes, 0 sea, que

e1 periodo en radiantes 0 en segundos (de tiempo) fuese

coeficiente de x 6 t

De modo que si tenemos u� curva representada por la ecuaci6n

y�4sen6x

seria el .

Petiodo
2.. .-

_ 6600
36

Y 1a
Amplitud 4.
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Punta donde la onda y = Ck sen (kx+Ak) coria al eje de las x.

Cuando la onda Y=Ck sen (kx+Ak) corta al eje de las x, la ordenada y la fun

ciOn se anulan.

Par tanto

kx + Ak = 0

de donde

x

k

Asi, pues, aplicada esta sencilla formula a las fases de las seis arrnonicas en que

ba sido descompuesta fa cun:a de la temperatura de Santiago, obtenemos los siguien
tes valores, que concuerdan muy bien' con los deducidos de los grancos:

1.:< armonica x

1

2.10 arm6nica .. . .... x - 13"37'
2

3." arrnonica..... . .. X + 5' 10'
3

4.11 armonica .... .. _X - 5" 8'
4

5. (0 arrnonica .... ..x =- + 16"6'

-90'

6. B arm6nica... . x + 15"
6




