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(Continuacion)

Las expresiones de los calores especificos (42) han sido obtenidas eliminando
n entre 1a ecuacion de derivadas parciales

nv z T p z T
I +- -�(n+l) --

T av T IIp

y las ecuaciones

llv
C � A(n+ l)p aT

op
c=Anv-

aT

establecidas anteriormente aplicandc el primer principia de Termodinamica. En
Harre (Aide Memoire de lIngenieur}, edici6n francesa, se indican los resultados
de las experiencias de Amagat en el anhidrido carbonico y que he utilizado para
calcular los calores especificos.

Se observa entonees por los resultados obtenidos que las formulas (42) dan

una explicacion de la variacion de los calores especificos can la presion

Como hemos reemplazado en luger de (�!l y (�) par (I p � 1
y Ib. �)opv ovp \6p)v 6v�

se comprende que los calculos no son mas que aproximados. Perc las formulas
(42), aunque fueran verificadas rigurcsamente, por la experiencia no prueban que
la energfa interna es proporcional a1 producto de la presi6n por el volumen especi
nco. En efeeto, las mismas f6rmulas (42) se pueden establecer, en 1a forma indi-

• La primera de las ecuaciones (42) corresponds al calor especifico a presion conatante C, la
segunda al calor especifico a volumen en constante c. Ruego al lector corregir este error. Debe
mas igualmente hacer notar que los cuadros indicados en el nrrmero anterior sobre calorcs espe
cificos correspcnden a la temperatura absoluta T=273+50.
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cada, para el caso en que Ia energia interna sea una funci6n cualquiera del producto

p v, Se comprende entonees que una consecuencia 0 relacion establecida con una

hipctesis, no prueba que ella sea exacta ; la hipotesls es un caso particular de fa

relacion 0 consecuencia deducida por media de los des prtncipios.

NUEVAS VERIFICACIONES DE LA HIPOTESIS ANTERIOR SOBRE LA ENERGiA INTERNA

Hemos demcstrado antericrmente que la hipotesis sabre Ia energla interne

43) Ll e An p v q-Cte

nos da ecuaciones de estado de la forma

44)
pv h:+I)-'-�F
T

pv ( I 1

45 T-� lTv')

siendor(;+l) Y f ( Tv-!-) funciones arbitrarias que la teorla deja indetermi

nadas y la constante n tiene por expresion

c'

C/-c'

en la cual C' y c' son los calores especificos correspondiente al punto de inversion,

es decir. en que el efeeto Thomson es cero.
'"

La formula de Callendar pertcnece al tipo 44, pues ella none por expresion

p(v- b)
T

b y 1-1 designan constantes caracterfsticas del gas y m un coeficienre Que tiene por

expresion segun Callender
m � i + 0,5

siendo i el lndice atornico del gas .

• En efecto, Ia formula 7 nos da en la btpcrests sobrc energfa interna c = An v (�.i) Y

ellrmnando
ap

aT
entre esru eccacion y la (25) deducida con el primer principia se obtiene

C-c
n __

C
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Suponiendo b pequefio resultarla entontes identificando la formula de Callen

dar con la formula (44) qne deberfa verificarse

m=n

C'
o seai+O,5= __

C'-c'

Damas un cuadro comparative para diversos gases
*

Gases moncatomrcce..

» diatomicos , '

Anhidrido carbonico.

i + 0,5 Icc's:

1,5 1,5
2,5 2,5
3 3,2
4 3,4
9 8

15 13

Gases

Amoniaco ,'. ' . , . , ' , , , , , , , ..... , _ , ,

Alcohol.................. .. ... 1

"IEter",.", .. ",." .... ",., '

Si se admitiera que el calor especffico dependiera s610 de Ia temperatura, Ia

formula (37) deducida de los dos principios de Termodinarnica

nos da entonces

(a'1'1 = 0
�T')v

e integrando se obtiene

46) p = T f (v) + � (v)

siendo f(v) y p (v) funciones arbitrarias del volurnen especlfico. Vadas formulas

propuestas en los gases por diversos ffsicos pertenecen a este tjpo entre elias 18

de Vander Waals.

c'
• Hemos calculado

C'--c'
con los valores indicados en Hutte. Aide Memoire de I"Ingenieur,
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De ecuaclones (46) y (45) se deduce

siendo a y R constantes. Para un gas monoatomico ee tendrfa

c'
n =

C'-c 1,5

al admitir
G 5

= -;-; se tendrfa entonces le formula de Dtctertcte.c' ,

C'
Para ,= 2 se llegarfa aproximadamente a la de Van der Waals.

c

Gulberg * ha propuesto como de ecuacion de estado la siguiente

pv Cpa Dvfl
---�R------
T T T

Se deduce de esta ecuaci6n

v+Cpcr;-l • a.
-------

R

p+ Dflvj-I
�--R-

y reemplazando en Ia ecuaci6n de derivadas parciales

(n+1) p 1i T

Tap
nv

T
� 1

ov

dcducida en el parrafo anterior con motive de la btpctesis sabre energfa interna,
obtenemos

pv�RT-(n+l)C.pa+nDflv �

e identificando ahara con la ecuaci6n de Gulberg se deduce

(n + 1) a � 1

-n fl = 1

y por consiguiente

* vease el Tratadc de Ffsica de Chwclson.
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Es esta la relaci6n dada por Gulberg para su ecuacion de estado.

ECUACION DE ESTADO Y CALORES ESPECIFICOS

Se sabe que las funciones caracteristicas de Massieu * permiten determinar Ia
ecuacicn de estado, si la energia interna fuera expresada en funcion de las varia

bles v, Top; T pero no pueden aplicarse al caso que la energia interna sea una

funcion de p y v. Pero se puede resolver el problema en otra forma.

Segun el principia de Mayer

Por otra parte se tiene para la diferencial de la entropia

dQ
d Se= --:r-

de donde

dU+Apdv�TdS

d U y d S slendo diferenciales exacta; se deduce

47 1
'dU1�_Ap
I dv �

rdU]=TI dS v

Estas relaciones permiten resolver el problema en que U sea una funcion de

p y v,

De la hipotesis

(48) Ll e An p v-l-w

se obtiene

p�
U-�
An v

Llevemos este valor de p en Ia primera de ecuaciones 47 y efectuando la in

tegraci6n

* Con motivo de estas funciones de Massieu consul tar H. Poincare.
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49)
,

(U-�) v-;;- � f(S)

siendo f (S) una funcion de la eutropia S. Con v constante se obtiene

50) _1_( d U )v
0

dS- v
� f" (S)

Por otra parte considerando la segunda de las relaciones 47 obtenemos

51 )

y climinando U entre (48) y (49)

52)
,+ ,

Anpv "=f(S)

Dividiendo las dos cletmes relaciones se deduce

53) Anpv
T

f (5)
f' (S)

De (51) y (52) obtenemos

54) Anp f(S)
p+l

=

f" (s)n+1

Resulta entonces que 1a ecuaci6n de estado se puede escribir en la forma
(ecuaci6n 53)

pv
--=R

T

perc R designa una funci6n de Ia entropia que queda indeterminada, y que por
consiguiente si se elige como variables p y T se obtiene ecuaciones de estado (ecua
ciones 53 y 54) de Ia forma

Si sc elige como variables v, T se obtiene (ecuaciones 51 y 53)

pv

T [
'\

= f Tv-;;-

J
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o bien ecuaciones de la forma

pv
-�F
T 1

(p
I Tn+ I'

como ya hemos verificado anteriormente can la formula de Culberg que pertenece
a este ultimo tipo.

Demostramos ahora que los calores especificos dependen unicamente de la

eutropfa.
Segun los dos principios de Termodinamica, ecuaciones (35) y (36)

de donde

55)

56)

De ecuacion (51) con v constante se obtiene

I dS,vo � f'\dT)v
y considerando 56 obtenemos

Tvn
c���

fn

De esta ecuaci6n y Ia (51) se deduce

57)
f,

c =

flf

es decir el calor especifico a volumen constante depende unicamente de la eutropia.
Determinemos ahora el calor especffico a presion constante. De ecuacion (53)

con p constante

•
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pero segun 55

C

T

Iuego

Par otra parte de ecuacton (52) se deduce

1 s v (dS)A(n+l)pv�n-=f' -

e r dT p

c

=f'T

Bv
Eliminanda -o-T entre esta ecuaci6n y la anterior y observando que segun 51

1

Tv n
= f'(S)

se obtiene

58)
(n+ l)ff'

C =

(n + 1) fl"-f"

pv
Resulta pues que T y los calores especificos dependen de una misma funci6n

f de la eutropia y de sus derivadas f I, f " .

• La raz6n entre los calores espectficcs es entonces

f

C (n+I)C;;
-=-�----

c (n + 1 )ff,,_(,2

y para un Ihiido cuya raacn entre calores especfficos tienda a infinito se obtendna

(n+l) ff"-(" 2 =0

Resolviendo esta ecuacicn se deduce A, B. D erendo ccneranees
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OTRAS VERIFICACIONES DE LA HIroTESIS SOBRE ENERGIA INTERNA

De la hipotesis

U = Anpv +-Cte.

se deduce para e1 calor especifico a volumen en constante

opc=Anv--
oT

y considerando Ie ecuaci6n (25)

dT Av+C�
ap C-c

que ha sido establecido solamente con el primer principio de Termodinamica se

deduce

59)

y por eonsiguiente en el punto de inversion en que el efeeto Thomson es cero

60)
c'

n=
C'-c'

ecuaci6n que indica pues el significado de Ia constante n; c' y C' son pues los
calores especificos correspondientes al punto de inversion.

Hemos demostrado anteriormente que los calores especificos dependen s610 de

la entropia, por consiguiente resulta que� segun (59) deberf depender solamente
v

de la entropia; luego si (:J dependiera de T unicamente resultaria al considerar (51)

que fJ tiene que ser de la forma ... �- siendo K una constante y n la eonstante cuyo
Tn

significado hemos ya indicado.

Resulta de 59 que efeeto Thomson sera positivo cero 0 negatlvo si

n+l n + I 2...
f=(AS+B)R" D y f'=--· AD(AS +8) n

n

y reemplazando en (54) y designando poe b una consrante

p=b.Tn+ I
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> c
n=--

<C-c

siendo eye los calores especificos variables con la presion y la temperatura.

OTRAS RELACIONES ESTABLECIDAS CON LOS DOS PRINCIPIOS DE TERMODINAMICA

De ecuacion (18) deducida con el primer principia

(dC' (dC�ldpJT �- � p

y ecuaci6n (38) obtenida con los dos principios

1 (dCI (d2V)-,_ �-A--
T \dp'T dT' p

se obttene

(dCIi) I d'v )(fr-p �AT\dT2 P

Analogamente de (Z8) y (37):

l_clc�,) �-A 1'( d2p_). a r ], «r i.

La ecuacion (33) deducida con los dos prmcipios

C-c 81' 81'
1'= -;;:- 0 p 8 V

y ecuaci6n 25 deducida con el primer principia

se deduce

* 61) [•
V

JIl
0_

CIi�AT;'--Av=AT' _'£_
0'1' 01' p

* Hemos visto que si � depende s6lo de T el primer principia nos cia C � en funci6n de P.

T scgun ecuacion (21); y entonces Ia integraci6n de (61) dera la ecuaci6n de estado. Pero es ne-

cesario conocer la expresson de � Y hacer una hip6tesiS score la fund6n F. Es cstc metodo indicado

en diversos tratadcs de Termodinarruca para deducir una ecuacicn de estado correspondlente a

las expcrlenciae de Thomson. (Vease Termodinamica de Plank, y Fisica de Chivclson).
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Analogamente de (33) y (29)

62)
op T'-c� =AT--Ap =A

I
s T [ L!f-)oT v

Garno hemos indicado anteriormente
c (31 se designa con el nombre de pre
A

si6n interior.
La ecuaci6n (30) establecida can el primer principio y la (33) deducida con

los dos principios nos dan

T= __!>_[ p- cj1L)( v+�)C-c A A

VER1FICACIONES DE LA HIP6TESIS saBRE ENERCIA INTERNA

Si la energta interna es de la forma

u= An p v -j-Cte

hemos obtenido para los calores especfficos aplicando formulas (7) y (8)

OP
c = Anv--

aT

oV
C = A (n + I ) p -aT

op 6v
y reernplezando en (33) aT Y BT se deduce

63)
C-·_·-c

T=
C.c An(n+l)pv

Reemplaaando en (61) el valor de C deducido de ecuacion anterior obte

nernos

64)
Anpv

1----·.
cT

�=---
np

T
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Si se reemplaza el producto p v expresado por 63 en Ie ecuaci6n anterior se

obtiene

C
65 1

.

� � _(n_+_I_)_{_C__ c_)
rrp

'

T

Si fJ dependiera s610 de T la hipotesis sabre Ia energia interna nos da como

demostramos mas adelante

66) �� {n+l)pc

Tc y Pc siendo los elementos criticos.

Verificaremos las formulas anteriores en el anhidrido carbonico y el hidrogeno.
Amagat cia para el anhidrido carb6nico para una temperatura abscluta de

T = 273 + 50 y presion dc' 50 atmosferas

v = 9,9 decimetros" per kilo
C � 0,327 c � 0,1918

Con n = 3 la ecuaci6n (64) nos da para eI efecto Thomson

� � 0,87

la ecuaci6n (65)

� � 0,85

y la 66 con los elementos crincos del anhldrido carbonico

� � 0,82

Verifiquemos ahara el hidr6geno considerando los resultados de gran precision
de Kamerlingh Ormes, Brack e Hindman que se pueden ccnsultar en la Ffsica de
Chwolson. *

A Ia temperatura de 20 grades centfgrados y presion p = 56,407 atm6sferas las
experiencias citadas dan para el hidrogenc

p v � I,IOR To

siendo R�42D To � 273.

• velamen III pag , 837.
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Para el hidr6geno adoptamos e = 2,42 n = 2,5 Y obtenemos entcnces por f6r

mula (64)

�� -0,104

La f6rmula establecida por Rose-Inne para interpretar sus expenencias en el

hidr6geno nos da en este caso

��-O,llJ

A la temperatura de 0° centlgrado y presion de 53,249 atmosferas las experien
eias citadas dan

pv � 1,OJ46RTo

y obtenemos entonces segun (.64)

�� -0,0%

La formula de Rose-Inne * da

� � -0,096

A bajas temperatures el efecto Thomson es positive en el hidr6geno; por con

siguiente, la f6rmula (66) puede ser aplicable para temperaturas alejadas del punta
de inversion, En efecto, para una temperatura absoluta T= 55,59 Ia formula (66)
nos da can los elementos criticos correspondientes

� � +0,097

y la f6rmula (64) con p � 58,97 y T � 55,59 pv � 0,1642R To

� � + 0,07

Segun el primer principia (ecuaci6n 17)

l�6(U+APV1] �-C�
op T

luego con la hlpotesis sobre energia interna Ia ecuaci6n anterior nos da

La f6rmula establecida por Rose-Innes para interpreter sus experiencias en eI htdrcgeno es

64,1

T 0,331

(Chwolson. Volumen II. psg. 566, traducci6n francesa).
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��-A
(n+l) [liPv]C �P T

y para T = 55,4 grades absolutos con las experlencias de Braak e Hindman etta

das obtenemos aplicando la f6rmula anterior

y la f6rmula (66) aplicada al mismo casa

� � 0,118
(Continuara).




