
I l r l:i de ]Jarzo de 19 0 11 N úm. S 

ANALES 
DE L. 

INSTITUTO DE INJENIEROS DE GHILE 
NOTAS RELATIVAS 

A LA DEFORMACION DE LA S VIGAS RECTAS 

La importante publicacion N otwelles A nnale.s de la Const?·uction, irnc en su mí
mero de Febrero de 1903 un interesante ahlculo debido al itljeniero M. Gaston Blot, 

en el qu e considera el problema de la deformncion tic las vigas rectas, i obtiene deduc
ciones muí útiles para la aplicacion práctica de esta teoría. 

El intcrcs que ofrece a los injenieros el conocimiento de este problema, i mas que 
todo, la!< ventajas que para su solucion se obtienen con las conclusiones a que llega 
M. lllot, me ha an imado a hacer una espo!'icion de este m·tículo, i a anotar al mismo 
tiempo algunas observaciones que de su estudio ~e desprenden. 

Consicleraciones jene1·ale8.-La dcformacion de las vigas rectas solicitadas por car
gas dadas, como se sabe, puede apreciarse por el método gráfico o por el a.nálisis. 

El r11 éLodo g ráfico permi te deducir h fibn'l. media de una pieza recta deformada, por 
la construccion de nn polígono funi cular, traz11.do en circunstancias especiales, i del cual 
tentl rcmos ocasion de ocupam os mM adelante. 

El método analítico resuelve completamente el problema de la deformacion, i da 

mctlios de obtener los valores del descenso clc In. fibra neutra en un punto cualquiera de 
la pieza que se considera. 

Los proced imientos citados ofrecen en su ;tplicacion diversas dificul tades que pro
vienen, por una parte, de las construcciones delicadas i de aproximacion limi tada que 

con¡,tituyen los métodos gráfi cos, i por otra, de la complicacion que en muchos casos pre
scn~a el método :toalítico en la solncion del problema. 

P ues hicn, dismi nuir estas ili ficul tndes es el objeto del estudio de M. Blot, cuyo 
plan e:;ponc en las sigui~rltcs frases: «Nos proponc111os buscar alguna..<; propiedades inte

« rcsantcs de la curva elástica. susce'ptibles de si mplificar el estudio de la deformacion 
« de las vigas rectas, i que permitan en particular, por la aplicacion de una fórmula sen
« cilla i pníctic;'l., determ ina.r rigmosamcntc el valor de la flecha en un punto cualquiera.» 

l!:cnaci.o?MS jenemles rle la d~(01'?1UJ,CÍon.-(*) Consideremos una viga recta apo
yada en ::;us dos cstremos i cargada de una manera cualquiem. Sea lla luz i x la abcisa 
de un punto cualquiera a partir del oríjen, que se supondrá en el apoyo de la izquierda. 

La ecuacion j eneral de las deformaciones tiene por espresion aproximada: 

(*) Véase d articu lo de M. Gas ton Blot en la publicacion Nouvelles A mwie.~ de la Construclion
1 
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( 1) 

RUPERTO E CHEV E R R TA S. 

d ~ y J\1 
dx,;-= El 

la in tegracion de esta ecuacion da: 

(2) dy =JMdx + e 
dx El 

e J · 1 1 e M · r · -' es una constante •¡uc e e tcnmnaremos nms a( e ante. omo E 1 ef' una unc10n ue x, 

podemos escribir: 

la ecuacion (2) se t mnsformn en: 

(3) 

M 
E f=f (x) 

dy 1 dx = f(x)dx+e 

(f (x) cix es una niH'va fnncion rlc x; hagamos: 

la ecuacion (3) toma, pues, la forma: 

(4) dy r 
dx = J ' ( x) +e 

la integracion de est:\ úl t im1\ eenacion da: 

(fi) 

Notemos que parn X=O se debe tener y = o; por consig uiente, e· ~o. 

De igm\l n10do, p1trl\ x = 1, se tiene y = o, d e donde: 

O=J>• (x) dx+e l 

por consiguiente: 

] f' e= - T 
0

ft (x) dx 

Introduzcamos estos valores en In ecnacion ( f) ); se tendrá: 

(6) y= J: f, (x) dx -1-f: f, (x ) dx 
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La espresion 

_!_f ' 1 o f, (x) dx 

no es otra r.o~a c¡ue el valor de la tan,iente a l:t fi bm neut ra deformada en el orfjen 

o de la luz. Esta t.an,icn Lc es en efecto dada por la eeuacion (2), en la cua l se hace x= o ; 

y queda: 

dy 
ctx . 1 f' e = - T 

0

f, (x) dx=tj a 

o 

k- 171 

1 

El segundo término T J~ f, 
cion de la línea. OD. 

. 1 

D 

~ 1 

>J '<- -· ..}_ - - - _,¡ 

-· t .... - •. w ... -~ 

(Fig. 1) 

(x ) dx o sea x tj a de la ecuacion (6) es, pues, la ecua-

La ecuacion (6) puede, por consig uien te, espresarse bajo la forma simplificada si

guiente : 

(7) y= f" (X) - X tj a 

La flecha CE en un punto e de la viga es, pues, igual a la ordenada correspon

diente de la recta OD disminuida de la cant idad E D. 
Cálculo de la jlech(~ en un pt~nto cualqttie1·a.-Vamos a t ratar, por medio de al

gunas t ransformaciones, de dar a h~ ecuacion (7) una in terpretacion fácil i práctica. 

Refir iéndonos en e fecto a los cálculos precedentes, se nota que la espresion 

f, (x) o J f(x) d x o aun J ~~d[-
representa la superficie de la curva rl e los ~I desde el or ij en hasta la ordenad~ e K (ver 

figura 1). 
Sen. .~ esta superficie OeK: 
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por consiguiente: 
/f,(x) d x ys d x 

= s x-/x ds 

= S X - /X f ( X) d X 

el término j x f (x) dx representa la suma de los momentos, respecto al oríjen O, de las 

superficies elementales rle la cun·a de los-: 1 
Sea m la abcisa del centro de gnwedad ,r¡ de la ~nperficie .~. 

Se puede escribir: 

El primer término del segundo miembro de la ecnncion (6) se tmsforma en: 

j " f, ( x) cl x=s x-s m 
o 

= S (x-m) 

= S il 

M 
Igualmente, si designamos por S la superficie total O K A de la curva de los E I 

i por b la. d istancia. de su cent ro de g ravedad G a la cc:;trcmid}\d A de 111 viga, se ve inme

diatamente que el segundo bérmino T J: fl (x) dx de la ecuacion (6) puede escribirse: 

+J:f, (x ) rl x = S b x ~ 
Ln eenacion (6) tomnrá, pues, la forma: 

(8) . Sb 
y= s n--

1
- x x 

SI b (ver ecuacion 7) es In espresion de la tanjente u en el oríjen de la fibra neutra 

'deformadn; ~b- x x es la ecuacion de la tanjente O D. 

La ecuacion (8) se puede trnducir del modo siguiente: 
La flecha y=e E, que toma una viga recta en un punto cualquiera e, bajo la influen- _ 

cía de las cargas que le solicitan, es igual a la ordenada correspondiente e D de la tan
j ente o D en el oríjen a la curva deformada, disminuida de la cantidad D E, es decir, del 
. M 
producto de la superficie s o OeK de la curva de los El' comprendidn entre el oríjen 

O i la ordenada () K, por la distancia n de esta ordenada al cent ro de g•·avedad g de la 
superficie s. 
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Esta regla es jeneral, i la ecuacion (8) se aplica no solo a las vigas rectas apoyadas 

libremente en sus estremos, sino tambien a aquellas que tienen una o dos de sus estremi

dades encastradas. 

Para hacer ver la in terpretncion que se debe dar a la ecuacion (8) en este úl timo 

caso, consideremos por ej emplo una viga recta O A, encastmda perfecta mente en nno de 

sus estrcmos o i apoyada libremente en e l otm A (fig. ~). Podemos ademas suponer cst.a 

viga de seccion variabl e i cargada de una manera cualquiera. 

\( ~ 1 '1' .;<,-.•. ·--~ 

J. ~f--~ 
0-~ & ~¿~ l e -----~ 
~ V . 1 1 A 
Z: o q, ' ' ' ~ ' 1 (/~ • j(,. >., v, 1 1 

)' ' 
'/ ' 1 
l '( - • _ : _~, 
1 1 1 1 
: 1 1 

~~ - - - . - T - - - - - ~ 

~t 7 
(Fig. 2) 

Sea M B ~A la curva de los ~C; la stipcrficic O M B sitnad1'1. por debaj o del ej e de 

las·x es dado por los ntomcntos de Hexion negativos; la parte superior B N A por los mo

mentos Hexante~ po~iti vos. 

En el pu nto B, donde e l momen to de tlcxion es nulo, corresponde un pun to de iofle
xioo R de la curva ehistica. 

Propongámonos calcular la Hecha q ue toma la viga en C. Ella es ig ual a la ordenada 

DE de b fibra neut ra deformada. 

El encastramiento perfecto de la viga en O t iene por efecto mantener horizontal la 

t.anjentc de la curva ehística en ese pun tn; el seg undo t-érmino S lb X x de l segundo 

miembro de la eCU<tCÍOn (8), CS pu es nulo, i eJ valor de la .tlc.cJ}a en Q se reduce a Ja espresion: 

(9) y=s n 

Representemos por w i w' las dos superficies 13 K C i l\1 O B. Sean p i p' las d istan

cias de los cent ros de g ravedad ,g' i g' de estas superficies a la ordenada C K. 

tie ve iumcd iatamente que la ig ualdad (!!) puede escribirse: 

y = w p-w' ¡/. 

Obsuvacione8.- La teoría j cneml i las conclusioues q ue l\1. Blot ha obtenido, sujie

ren alg unas obsen·acione:; in te resante:; que con viene considerar, pues e llas cont ribu irán 

a fijar las ideas en la sol ucion del problema, q ue nos ocupa. 
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Estas consideraciones se refieren a la relaeion i anal~jía f1Ue e xisten entre las rled uc

ciones a que hn llegado M. BloL i los procedimientos jcnemlmente empleados. 

Desde luego, esta invesLigacion es lójicn, pues el nuevo procedimiento, segun sn mis 

mo autor lo espresn, no es sino 1111 1 ~ fáci l aplicacion de di1•crsas propiecl:ules de la curvo. 

elástica. 

En efecto, lo. fórmula en cuestion puede considcrar:se como nnR injeniosn trasforma

cien de los resultados que proporcionan los métod .• ~ el!t-;icos nnalíticos, lo que cl~tmmcnte 

se ve en el an{disis de l\1. Blot. 

Queda ent6nccs Ji minado el esLudio, a la <.:0 111pamcio11 de lol! métodos gráficos con In 

fórmula de que se trata. 

E l trazado gráfico, debido rd profesor Mohr, Liene su bnse en el s iguiente principio: 

( Ln fibrn media de una pi eza prismática de formada por AE>xion, nfect.a la forma de un lu

« gar de mome ntos, construido con una dist,ancia pola r igual a E I, i considemndo la pieza 

(cargada por la superficie conLinua de los momentos de Hexion.) 

Esta tcor/n, segun sabemos, ha !'ido deduc ida de la nnalojía que existe entre In e!"pre

sion que relaciona la iuclinacion del lugar de momentos con el esfuerzo de corte, i In que 

relaciorm la inclinncion de la chl.stica con la superficie de momentos. 

El princip io de lllohr induce a conside rar la pieza A B (fig. 3), cuya dcformncion se 

quiere determinar, como solicitada. por la carg l\ ficticia representada. por la superfici e 

A K B del lugar de momentos. !J..,t~~o carga produciría en los apoyos A i B las reacciones 

Ro i R1 , respectivamente. 

(Fig. 3) 

Segun dicho princtp!O, la fibra dc form 1\da se obtendría en e l pollgouo funicul~~or 

A 1 m B 1 , trazado con un radio polar E I, i corrcspondient,e a la.o.; cargas A K B; en este 

p ollgono, una ordenada cualquiera y, es el descen:so de la fibra media.pnrn la nb<'i~a cor res 

pondiente x, i tnmbien el valor de l momento f1UC todas lns fuerzas solicitan tes proclucen 

e n es~ .seccion x, di vid ido por In distancia polar E l. 
Sea S el área total A K H i s el área de A K D, tenemos que el valor de la ordenada 

y será: 
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. 1 ( 10 l o ) y=EI - Mx Ro+ ~j x s 

Sienrlo G i g l o~ ceu t,rus de gravedad respe~;Livos do Si s, así como b in las distancias 

indicadas on In figura 3, se tiene: 

luego: 

S ·Ro=- b 
1 

I ' S \ y=kx(- 1 ux+ s n ) 

L'~ fónnuln que h..:ruo.; obtenido. es pues idén tica n. la que deduce nnallticamente 

M. B lot,. 

Antes de terminar, debemos referirnos a las observaciones que sujiere la aplica.cion 

práctica de l método espuesto, i a las venta.jas que e n muchos casos puede presentar la 

solucion combinada de dicho método i de los procedimientos gráficos que de ordinario se 

usan paru la d ctcrminacion de las flechas. 

En efecto, en lo:; casos sencill os de solicitaciou, tal es como e l de una fuerza concen

trada, fu erzas simétricas, carg ;1.s uniformes etc., una ftíci l operucion permite obtener el 

valor de los e lementos necesarios para la aplieaeiuu de la fórrnula que dá el valor de la 

fl echa en un punto c ualqui era. 

Pero, eu casos de solicitacion cualesquiem, maso ménus complicada, en que la deter

minacion arralí tic.t de la su pc rficie u e momentos se dificulta , e l Lra~:ado gráfico de un lugar 

de momcn Lu5 p~!rm i Le a'·.al ua r, p<w el planímet,ro o de otm manera, las superficies d e ese 

lug.tr·, cuyo valor es ucccsario pam la a plicacion de dicha fórmula. Se Liene así, una com

binacion del método cspucsto con el proceciimierr to g ní.fi c•>, que simplifica a éste, i que 

tiene especial intere:> cuando se trate, no de constmir la elást ica, sino de fijar la flecha en 

un punto <indo. 

Por lo cie rnas, en el artículo d e M Blot,, vienen alg una<; a plicaciones que estimamos 

rntere~:~nnte consultar. 

Sautingo, Marzo de 1 ~JU4. 

RUPERTO E CHEVERRÍA t:;., 
Jnjenioro Civil. 


