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ESTUDIOS AN ALITICOS 

sobre la disposicion mas económica de armaduras 
articuladas i está tic amen te determinadas. 

El presente trabajo debe considerarse como cont,inuacion de 
dos art.ícu]os anteriores, pn blicado~ por el mismo autor, bajo 
títulos análogos en los números de est.os Anales, cort·espon
dientes a los meses de Setiembre del 1895 i Febrero del 1896. 

Estos estudios deben aparecer próximamente en la Zeits
chrift des Vereins D eutsche1· Ingenieu1·e (Revista Periódica de 
los Injenieros Alemane~). La redacci on de esta importante re
vista los babia ~ometido al juicio del eminente profesor de 
injeniería, señor G. Barkenhausen, en Hanóver, de competen
cía reconocida en materia de construcciones de fierro. Este in
jeniero, al mismo tiempo de aducir algunas consideraciones 
que, en el est.ado actual del desarrollo de mis teOl·ías, restl'injen 
el alcance práctico de sus resultados , llegll a la conclusion de 
que mis invet:~tig-aciones ofrecen un maten'al vaHoso pa·ra la 
enseñanza de Matemáticas en las Escuelas técm:cas. 

Sistema de anotacione.o;: En lo sncesivo designaremos las di
ferentes piezas (barras prismáticas) de una armadura articulada 
con los números 1, 2, 3 ...... , las intensidades d e los esfuel'zos 
axiales que las afectan con I, II, III. .. ... , sus loJ?jitucles entre 
nudo i nudo con 1! l, 13 ... .. . , i flUS vol(trnenes con V! V! V 3 •••• ' 

Los coeficientes de seguridad sean n i m, segun que el es
fuerzo respectivo sea tmccion o compresion, de suerte que en: 
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el primer caso V= n t S, i e u segundo V= m l S, donde S es 
}~ intensidad del esfuerzo respectivo (véanse los artículos an

El último caso contemplado llevaba el número V. 
teriores. 

VI. Una pa1'ed vertú:al sostz'ene enlos puntos Mi N (M N= a) 
dos palancas M Z 1. N Z, destz'nadas a sopo1·tar un peso P suspen
d-ido por una cuerda a la distancia d de la pa1·ed. Averlgu.ar 
_a qué altura debe elejirse el pztnto ( artz~cullldo) de ama1·1·a. Z, 
para qu~ la construccion de las palancas exiJa un rnínim·un de 
material~ 
. . 8_olucz'on: La figura 6b representa. el diagrama. mui sencillo 
q~e· manifiesta los esfuerzos I i Ir, enjendrados en las palancas 
1 i 2, i la tra::1lacion de las flechas hace ver que I es traccion i 
II compresion. 

De la semejanza de los triángulos M N Z i abe fin yen las si · 
gnientes proporciones: 

I : 11 = P :a 

por consiguiente: 

(1) ........ . 

II : 1! = P : ~; 

Pb 
IJ= -

a 

:·:Segun lo arriba estab lecido tenemos 
!' . . , ¡ • .. 
·- . . . 

.. . ... .... (2) 

Introduciendo los valores de las ecuaciones (1) i (2) resulta: 

l.J)esignaodo con X la djstancia. verti cal del punto de amarra 
Z enet'ma de la articulacion superiot· N, se deduce: . 
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Con estos valores obtenemos para el volúmen total 

de la construccion, la siguiente espresion analítica: 

(3) ........ . 

Para obtener los valores límites de la espresion debemos 
considerar ln funcion : 

Diferenciando resulta: 

y' =2 (m+n) x+2 m a= O, i luego 

m 
X + a. 

m n 

La segunda deriba.da es y"= +2 (m + n), lo que nos dice que el 
valor encontrado para X enjendra el valo1· mínimo del volúmen 
total. El signo negativo de .X indica que el punto de amarra Z 
debe elejirse debajo del punto N, pero siempre estará situadc 

entre Mi N, pues la fraccion _m+ es siempre menor de 1. 
m n 

Cuando los dos coeficientes m in son iguales, resulta X=-

:, es deci r en este caso la situacion mas favorable del punto Z 

será en ·el medio entre Mi N. Es de notar que la distancia .X 
es totalmente independiente de la distancia d. 
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Con relacion a la misma figura 6. nos proponemos todavia 

averiguar: 
¿Cuál es, s·iendo inva'riable la posicion de la palanca 1, la si-

tuacz'on mas favorable de la barra 2 ~ 
SolU:Cz'on: En este caso x es constant.e p i a variable=.z, lue

go en virtud de la ecuacion (3): 

~= P [ n (p2+d2J +m (p2+2 p z+z2+d!) J; por consiguiente: 
z 

(4).. ......
• V _ y _ (m+n) (p1+d2) 

P - - z +2 m p+m z. 

Diferenciando segun la variable z se sigue: 

1 y=-
2 

_('--m_+"'"""~n,..-;.)_l_1 + m=O i finalmente 
z-

y' m+n ] z=+ m 1 

Considerando el valor positivo de z, es decir M debaJo de N, 

la segunda derivada y''= +(
2 

mtn) Jf espositiva, es decir en es
z 

te caso se produce un valor mínimo del volúmen total de la 
construccion. 

Pero si se quiere elejir el pu~to M encima del punto fiJo N, 
ea decir, z negativo, es evidente que la palanea 1 es comprimi
da i 2 estirada. Tenemos en consecuencia: 

V nP . d . 
~=-z-12, es ec1r se 

deben cambiar los factores mi n; pero al mismo tiempo hai que 
alterar el signo aljebráico de pi volver a considerat· a z como 

. positivo, de suerte que en este caso la distancia Z= \ / m+ nlt ( e.n
n 
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cima de .N) enjendra un volúmen total mínimo. Se vé que en 
ámbos casos, la distancia z es independiente de la z"ncH:nac'l·on de 
]a palanca fija ]).T z. · 

Con m=n sigue en á.mbos casosz =---= l, JÍ2 

En el primero de los casos trataados, introduciendo el valor 

z= V m+n11 en la ecuacion (4), resulta : 
m 

Cambiando los factores m i ni alterando simult.á.oeamente el 
signo de p, se obtiene el valor mínimo correspondiente al se
gundo caso: 

(6) •..... ......... mn. V=2 P [ i n(m + tl)-n p] 

Cuando la palanca fija va inclinada hácia abajo, es decir, p 
negativo, disminuye el primer valor mínimo i crece el se
gundo. 

Con m=n el primer valor es 

mín. V=2m P (1, ,12 + p) i el 

segundo mín. V=2 n P (1 , \/2-p), 

es decir en este caso conviene apoyar la palanca fija desde 
nbajo o desde arriba, segun vaya inclinada há.cia arriba o h<l· 
cía abajo. P ero, cuando Tos coefi.cieut.es m 1 n tieu en valores 
numéricos mui diferentes (como sucede de ordinario), ent6nccs 
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pará decidir esta cuestion es menester comparar los valorea 
numéricos de (5) i (6) . 

Cuando la barra fija es horizontal, es decir p=o, se obtiene 

en el primer caso: mín. V= 2 P V m {m +n) 1, 

i en el segundo; mín. V= 2 p V u (Ul+ r¡} 1, 

Por consiguiente, segun en este caso 12 sea mayor o menor 
que m, será preferible disponer el apoyo desde abajo o desde 
arriba. 

VII 

La figura 7. representa una armadura articulada estable úni
camente para el caso de una carga simétt·ica del borde superior 
AB. La viga inclinada está dividida en tres campos iguales 
A O= CD = DB = 1, independientes entre si i unidos por 
articulaciones, i las barras 3 i 6 son iguales i paralelas.- La car
ga del borde St1perior sea= 2 p ton. por metro corriente, luego 
la carga total = 6 pl. E l sistema de Jas fu erzas esteri ores, dis
tribuidas sobre los nudos superiores, e;, k-\ marcado en la fignra. 

La figura 7b representa el diagrama do Oremona (*) corres
pondiente a este sistema. 

Por traslacion de las fl echas se infiere, que los tres miew· 
bros del b01·de superior, así como las piezas paralelas CE i DF 
son compri midast miéntras que las tr·es barras de! borde infe
rior sufren traccion. 
~os proponemos el siguiente problema: 
¿Cuál es, baj o el p unto de m'sta económz·co, la loryi'tud X mas 

favorable para las p alancas OE i DFGJ 

(*) La interesante teoría de los Diagramas de Cl·em ona, de importancia t rascenden· 
tal en la práctica, se encuentta espuesta C<lJlla. mayor claridad en la. obra: Tratado 
de Estática gráfica, por Julio Pfl.üger, Santiago. 
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Soluc:ion: Como línea ausilia1· trazamos por E la vertical 
EG, ent6nces los triángulos E G A i abe son semejantes i se de
ducen las proporciones: 

be : A G = a b : EG, y ac : A E = a b : EG; o' 

l : (1-CG, = 2pl: EG, y II: !2 = 2pl: EG; 

por consguiente: I = 2pl 
1~~G· y Il = 2pl E~ 

Del triángulo ECG se sigue imediatamente: 

CG = X sin (r-t) , EG =X sin t. 
sin ,. y sin r 

Introduciendo estos valores resulta: 

(l} ...... V, = m 1 1 =2m pl3 sin,. _2m pP r1in (r-t) 
)( sin t sin t 

2np u; sin r. 
Vt= nll :2 = X sin t 

Del triángulo AOE se deduce: 

luego: 

(2) ...... v._ = 2n pi X sin r - 4n pP sin r coti t+ 2n pls sin r 
siu t J X sin t 

De la semejanza de los triAngulos ACE i adc se sigue: 

cd: OE=ac: AE, o sea III :X= II: 1! 
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por co.nsiguiente : 

II -I{ X =2plsinr 
I - 1 · t J 2 sm 

i como III es una compresion: 

{3) ..... . Vs =m III X= 2m pl X sin r 
sin t 

Así mismo se verifica la proporcion: 

luego: 

(4 .... .. 

ad: AC = ac : AE1 o sea IV : 1 = Il: lt , 

lV= l I _I_ = 2pl
2 ~in r 

1! X Slll t 

2m pl5 sin r 
X sin t 

353 

El esfuerzo V es igual a IV, solamente que es traccion en 
vez de cornpt·es ion1 por consigu iente: 

(5) ...... \i _ 2n pP sin r 
5 

- X siu t · 

En la figura 7 b se vé q ne V r =dg=cd= II l (ámbos esfuerzos 
son com pt·esiones) ; de ahí: 

(6) ...... V _ 2m pl ~ sin r . 
6

- sin t 

La misma figura patentiza que: 

fg + be= 2 ad, 
o sea : 

VI I = l =2 IV 
' luego: 

IV -l = 2pl si1~ -' ·- + 2pl sin (r - t) 
V 1 I = 2 X siu t sin t 
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por consiguiente: como el esfuerzo VII es compresion: 

De la semejanza de los triángulos BDF i adg fluye la pro-. 
porcwn. 

ag: BF = ad: BD, o sea VIII: la= V: 1; 
luego: 

VIII= V-ls_ = 2 pl .sio ___!___ 1 
l Xsmt 8

' 

por consiguiente : 

V = n VIII J = 2n pl s~n r J 2 
S 8 X Blll t 8 . 

Del triáng ulo BDP se deduce que: 

1; = X2 + 21 X cos t + P~; 
de ahí: 

8) V 
2n pi X sin 1· 

4 
l . ~. . t 2n pP sin r 

( s = . = n p 2 sm r co •. g = --.-
sm t Xsm t 

Sumando las ecuaciones (1 ), (2), (3) . . (8) se destruyen dos 
pares de miembros i se obtiene finalmente para el v0lúmen total 
V del mater in.l ex ij ible la espresion: 

V _ 2 (Ll~ - -t ~J. pi si? 1~ í~ + 2 X 1 

- sin t LX J 

Para determinar su valor mínimo, hn.i que considerar la 
funcion: 
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:Diferenciando resulta: 

319 

Y'=-- + 2 =o, X! 1 X 2 _312 . 
uego - 2 1 

355 

La segunda derivada es positiva, luego eete v~lor de X pro
doce un valor mfnimo del volúmen total; es fácil de calcular i 
tambien admite una construccion je6metrica sencilla. 

Introduciendo este valor de X, se obtiene: 

pl sin r ,/
mfn V = 4 (m + n) sin t V 61 

Esta espresion manifiesta que conviene colocar las barras 

paralelas CE = D F =+ JI-;; perpendicularmente a la viga 

AB. 
Digna de llamar la atencz'on es la ci 'J'Cunstancia de que la lon}i

tud X es independiente de los coeficientes de seguridad, es decz'r, 
de la naturaleza o espec1:e del maten'al empleado . 

VIII. En la armadura articulada fig. 8a, la viga horizontal 
A B está. dividida en cuatro campos iguales, cada uno= l me· 
tros. La carga como en el ejemplo anterior, luego ca1ga total 
= 8 pl, de suerte que en cada uno de los apoyos A i B queda 
una fuerza esterior = 3 pl, dirijida vel't,icalmente hácia an·iba. 

La figura 8b contiene el plano de fuerzas correspondientes a 
nuestro sistema. La traslacion de las flechn.s hace ver, que los 
4 miembros del borde superior, así como las tres piezas verti
cale,s son comprimidas, todas las demas barras estiradas. A 
causa de la simetría de la construccion i carga ·con respecto a la 
barra media Oll, solamente se necesitaba trazar el diagrama 
COrt'espondiente a la mitad izquierda (fig. 8b ). 
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Como variable consideramos el ángulo z, que los bordes in
feriores forman con la horizontal. 

Nos preguntamos: 
&A qué valo1· del ángulo z corresponde un consumo mínimo de 

material~ 

Solucion: De la figura 8~> se deduce -inmediatamente: 
br = 1= 3 pl. cotj. z; por consiguiente: 

(1) . . .. . . V 1 = 3 m pl2 coiJ·. z ac = Il = 3 ~~ 1 luego 
• 

1 sm z 

v~s~pllt. 
Slil Z 

1 

1 
pero como 1 ~ = - 

cos z se stgue: 

3D pl!! 
(2) ······ Ademas se tiene: III = cf bd = 2 pi, sin rs cos z 

· Juego v3 = 2m pll3, i como 13 = l tanj e, resulta 
(3) .... .. V3 = 2m p 12 tanj z. IV= df= bt= 1 = 3 pi cotj. z, 
luego (4).. .... V 4 = 3 m pP cotj. z . 

Del triánglllo isósceles fgc, donde fg = V, se deduce la pro-

porcion: V: III = cos z : sin 2 z, es decir 

V -~ TII _ 2 pi __ = - p_l ¡ V _ npl1._ . 
- 2 sin z - 2 siu z sin z ' • - sin s 1 pero cerno 

·. _ l . ~ _ n pl2 

15 --- , 1esul ta (o) . ..... Vs- . Adema.s tenemos 
cos z SlD z con z 

VI = ag = 2
3 

a e = ~pl · 
810 z ' 

1 2npll · 
uego : V6 = . " 1 como 

sm a 

b = J ~= - 1-- finalmente: (6)...... V o = 2~P12 
rs 0 cos z sm z coa 

E s fácil ver qu e: VII = gh = 2<:f = 2II 1 = 4 pl, luego 
V, = 4mpll 1 , i como l, = 21 tanj . Z 1 (7)...... se tiene 
V= 8mp12 tanj z. 

En el volúmen total V entran dobles todas las piezas con 
escepcion de la barra 7; pm· consig·uiente obtenemot-~: .: 

V= fl mpl~ cotj z + . 6npP :+: 4 mpl tanj z + 6np\'2 cotj. z 
SID Z COS :J 
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. 2npl' + 4npl2 

8 1• t . + + mp- anJ z. 
sinz cosz sinz cosz 

!' . . . 12 npl2 

O sea V=l2 mp (tanJ z+cotj zJ+ sin z cos z 

1 
Pero se tiene en jeneral: . = tanj z+cotj z; 

Slll Z COS Z 

Por consüruiente: V = t 2 pis Cm+n) = 24 (~+nJ pl
9 

... sin z coa z s1n 2z 

Esta última espresion alcanza su valor mínzmo, cuando 
sen 2z = 1, luego 2z = 90° i Z = 45° i CH = 21. 

Con esto queda resuelto el problema. 
De nuevo, la disposicion mas favotable es totalmente 'indepen

d~ente de la especie del mate1·ial empleado . 
IX. En la armadura fig. 9a los nudos del borde inferior es

tán situados sobre una pa1'ábola; eotónces es DF= EG=!CH. 
La carga contínua i uniforme = 2p por m. c. 

El diagrama fig. 90 se ha trazado únicamente para la mi
tad izquierda del t)isterna. No es difícil comprendet· (pot· razo
nes jeométricas) que el esfuerzo que afecta la barra 5 es igual 
cero. Las piezas del borde inferior sufren traccion; todas las 
demas son comprimidas. 

Tratamos de averiguat·: 
& Cuál es la lon.}1'tud X económz'camente mas javo1·able para la 

pieza media ve'rtical OH? 

Solucion: La semejanza de los triángulos l!DA i abe da la 
proporcion: be: AD = ab : DF, o I : l = 3 pl: ! X; por consi .. 

. . I 4pl'2 • ( ) V 4mpP d gutente. = x , 1 l. !: .. :·· , = -x ¡ a emas 

ac : AF = ab : DF, ó H : 1!=3pl : i _X; luego 

! 
. npll2 . 
l v, = 4 X' pet·o 

4pll! 
11 -

x 
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AF
2 

= DF
2 = BD

2
, o sea 1 ~ = (}x J + ¡2 = :

6 
X z + 12 

por consiguiente: 

(2) 9 l 1 4npl3 ...... v'i = -¡-np X T x- III = of= bd = 2pl, luego 

V3 = 2 mpll 3, i como 13 = ! X sigue (3) .. .... Vs=! mplX. 

Ademas IV = df =be= I, luego 

( 4) .... • • V - V - 4
mpP (5) V ... -0 S- 1- X . ...... 5-

.~¡ en fig. 9a se traza por F la horizontal FT, los triángulos) 
FTH ifda son semejantes, i se deduce la proporcion: 

af: FH= ad : BT, sea VI : la = pl : {-X; luego VI = 
4P~6 ' 

4oplP
6 V~ = --· pero FH3 = FT'+ Hrf2 

X ' , 

o l! = ( ~ X)2 +12 = 1
1
6 X

2 + }2 por consiguiente 

1 4npP 
6) ... ... V a = 4 npl X + ---x 

Es facil ver que VII= fg = 2 a d = 2 p l; luego 
V7 = 2 mpll,, o sea (7) . . . V,= 2m p!X . 

Con escepcion de la pieza media. CH, todas las demas barras 
aparecen dos veces; por consiguiente obtenemos para el vo}fl. 
men total V la espresion: 

V= 8 mpls + ~ lX +~E!.:_+ 3 lX + X 2np X mp 
1 IX + SnpP + 2 mplX. +2 np --y-

Por consiguiente: 
16 plll 

V= -x(m+n) +5 ·plx 

i finalmente [ 
16 12 J V= (ID +O) p1 x- +5X . 

8 mpP 
X 

(m+n)', 
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.f. . d 1 f . 16 ll! 5X l D1 erecc1an o a unmon y = - x- + , resu ta: 

• 16 J2 • 5 x~~ 16 1'' X 4 1 4 
), =- -x2 +o, o sea -= - = -;¡- =---

.J. • • V b 0 

Este valor produce un mím:murn del volúmen total i puede 
construirse jeométricarnenle. 

La lonft'tud encontrada pa1·a la disposicion mas econóuuca de 
la armadura es nuevamente independiente de los coeficientes de 
segur~dad. 

X. La fig. 10.• representa una armadura con bordes paralelos 
(bot·izontales). La ca.rga que se supone como en los ejemplos 
anteriores afecta al borde ioferior·=4 l. El sistema de las fuer
zas esteriores está :nllrcado en la. figura. Conforme a las regla
respectivas se ha construido en fig. lOb el diagrama de Oremos 
na correspondiente, que rnacifiestajeométricamente los esfuer
zos producidos en cada. una de las la barras de que se com .. 
pone la construccion. Sufren compresion la·s piezas del borde 
superior i la barra 5; todas la~:; demas partes componentes es· 
tán sujetas a traccion. 

Se trata. de averiguar: 
& Qué altU?·a vertical se debe da1· a esta armadura para con· 

segui1· la mayo1· economía pos~'ble en el consumo de mate1·ial6J 
Soludon: Como incógnita (variable) consideramos el ángulo 

z, que las barras estremas A O i BE del borde superior forman 
con el borde inferior, horizontal. 

El triángulo de fuerzas abe da 
ab 

bc=I= 
sen z ' 

3 mpll1 

sen z 
1 como 

V 
_ 3mpl' 

o sea 1 - sen z · cos z 
J 

AF 1 
1 1= AO = - -=- 1 cos z cos z 

luego, 

(1 ) .... .. ... V,=--= 3mpl2 tanj. z + 3 mpl'cot. z. Adamas 
ac=_ II = ab cot .. z. = 3pl cot. z; luogo 



:~60 ESTUDIOS ANALi'fiCOS 

(2)...... . V!= 3 nplt cot. z. III=cd=ab=3 pl¡ luego 
V,= 3 npll, i como 1, = FC =A F tanj. z = 1 tanj z, sigue 
(3). . . .. V,= 3 npli tanj z. IV = bd = JI = 3 pl cot. z, 
luego 

(4).. •. . .. V4 = 3 mpl: cot z. 

Es fácil ver que V = dg = pl_ , luego V5 = mpls ,·¡como 
sen z sen z · 

l mpl2 

1 ~ = 1, = - - resulta Vs = , o sea 
cos. z sen. z. cos z 

(ó).... ... Vá=mpl2 tanj z +mpl! cot z. 
V f.= fg= bh = bd+dh = li + pl cotj z = 4 pl cotj z; por consiguiente: 
(6)........ Vt> = 4n p!2 cotj z. VII= gh=bf= pl, luego: V1 = npll7 , 

i como 17 = l tanj z 
(7)... . ... V, = npl2 tanj z. VIII= bh=fg =VI= 4pl cotj z; de ahí: 
(8) .... ,... V • = 4mpl2 co~ z. 

IX = hk= .1g= V= _E!_, luego: 
sen z V, = 

n plla 
sen z 

· l npl! 
1 como: ] =' = ---, resulta: Vo= , o sea: 

' 
1 cos z sen z cos z 

(9)... ... .. V, = n pl! tanj z + npl! cotj z. X = ik = ac= II, luego: 
V1,, = V! es decir 

(10)... ... Yto =3 nplt cotj z. XI = Kl = iro = 2 pl, luego: 
V,, = 2 npll,o o sea 
(11)...... V, , = 2 npl2 tunj z. XII= lm = ac-= li, luego V,!= V!, 
o. sea 
(12).. . .. . V,!= 3 nplt cotj. z. XILI = bl = bc=I, luego Vu1 = Vlt 
o sea 
(13) .. .. .. V1 3 = 3 mpP tanj z + 3mpl1 cotj z. 

Sumando todos los volúmenes parciales se obtiene para el 
voJúmen total V la. signieute espresion analítica: 
V = pP [7m tanj z + 7 n tanj z + 14m cotj z + 14 n cotj z] o sea 
V= 7 (m+n) pl! (tanj z+2 cotj z} 

Diferenciando la funcion y= tanj z+2 c.Jtj z, resulta 
1 2 

y' - cos2 z - sin2 z = 0
'· 
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0 sea sin!! z = 2 cob'2 z, o tj2 z = 2, o tg z=V~ 

Si ahora considearmos como incógnit.a la. altura de la arma· 

dura GD=X, se tiene: ~ tanj z = V_2_ ; por consiguiente 

X=l 'J~ 

Esta distancia es mui fácil de construir i produce un valor 
mím'mo del volúmen t.otal V, es decir del material que entra 
~n la contruccion. 

En el último caso tratado, atendzendo a laform'l no totalmente 
simétrica de la armadura, resalta especialmente el hecho soJ:pren· 
dente de nuestras znqut·s~'ciones, a saber que la dtsposzcwn mas 
económ/ca es la misma, de cualqu.ie1· especie que sea el material 
que se emplee. 

Es verdad que nuestros cálculos basan sobre suposiciones 
que prescinden de factores que en 1·igor deberían entrar; 
pero, con todo, somos de opinion que nuest·ros 1'esultados dan 
sz'empre una norma nu desprecú:ble pa·ra atender debz'da t' 1·acio· 
nalmente al t'mpm·tante factor de la e~onomía, muchas veces la
mentablemente descuidado pm· los homb·res de projesion. 

El autor se reserv:1 estender estos estudios a otras constrnc· 
ciones mas complicadas, i se apresurará a comunicar los re 
sultados en estos ANALEs. 

Esslingen (Alemania), Agosto de 1896 .. 

. • . . . . .. 
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