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TOMO VII IS de Junio Núm. 53 

ANA1E~ DE1 IN~TITUTO DE INGENIERO~ 

S O B R E U N A F Ó R Di U L ! D E C U B 1 CA C 1 O N. 
DE IMPORTANCIA TÉCNICA 1 TEúRICA (r) 

I. Los cuERPOS DE SIMPSON.-Figu rémonos un cuerpo ma

temático cualquiera, cortado por un plano horizontal fijo, que 
elejimos como pla-no de orifen, para referir a él otras secciones 

· planas horizontales i variables, por medio de sus distancias al 

plano primitivo las que llamamos las cotas de los planos varia

bles. U na cota la consideramos como positiva o negativa, segun 

el pl~no respectivo pase por encima o por debajo del plano de 

oríjen. Si por Sz designamos la superficie de una seccion hori· 

zon tal, variable, cuya cota es = z, es evidente que Sz será una 

funcion de la cota variable z, cuya naturaleza dependerá de la 

forma del cuerpo; es decir tenemos en jeneral: 

Sz=f(z). 

Dejint'ct.'on: Se llaman cuerpos de Simpson (segun el inatemá,· 

ti_cÓ qu'e fundó su teoría) aquellos, en los ~ua les se verifica; que 

f( z) es una ftmcion alj ebráica que no pt=tse del tercer grado, de 

manera que a~;·~:·~::~~-~; ·;~ 
Sz=a+ bz +cz2 +dzs , - ,~ o -. o / ,0' cO 

•;: ~..¡-o"'' 
\1 • . ., - ,. 0 .,\), ,.. .. ~ 

' -.Y Alfa =L.-Beta= B.-Gama= v. ' , .. -o~--
UN'"' . 
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donde naturalmente uno o varios· de los coeficientes a, b, · e, d, ' 
· pueden reducirse a cero. Cuando d = o, la funcion se con vierte 
en una del segundo grado, i este es precisa:mente el caso de mas 
importancia práctica, como se verá mas adelante. 

Observaremos de paso, que el grado de la funcion f(z) no 
varia, elijiendo como plano de orijen otra seccion hor\zontal 
cualquiera; pues si la cota de esta es= h (positivo o negativo), i 
designando las cotas referidas a este nuevo plano de oríjen por 
z'. tenemos la relacion: z = z' + h, i sustituyendo es te valor de z 
en la e<;uacion Sz = f(z), se ve facilmente que la nueva funcion 
de z' conserva el mismo grado. 

lJ. FóRMULA DE CUBICACICN DE LOS CUERPO DE SIMPSON.

Consideremos una zona de nuestro cuerpo, . comprendida entre 
dos secciones, cuyas cotas sean C i C' i llevemos otra seccion 
horizontal intermedia, a distancias iguales de aquellas, la que 

11 1 · d · d 1 , e+ e·. . amaremos a seccwn me za e a zona; su cota sera= -
2
-

Las superficies de las bases de la zona sean = B i B' i la de la 
seccion media= M; el voltímen de la zona resultará exactamen
te de la fórmula siguiente llamada fórmula de Sz'mpson: 

V . -~ (B + B' +4M), 

donde h es la altura de la zona: h = C'- O. 
Demostracion: Como sabemos ya que el grado de la funcion 

f(z) no varia, cualquiera que sea el plano de oríjen, podemos 
éléjir como tal la base inferior ele la zona. En este caso tenemos. 

o 

B=So =-f(o) =a 

B' = 5 11 = f(h) =.a+ bh +eh 2 + dh s 

M = Sh = r(~) =a+ bh +eh 
2 

+ dh 
3 

2 2 2 4 8 

dh 3 

4M = 4a+ 2bh + ch2 +-
2 
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El volúmen de la zona seria por consiguiente, s_egun la fór
mula de Simpson, que se trata de demostrar: 

o V =ah+ bh2 + ch3 + dh4, 
2 3 4 

(a) 

Si consideramos ahora una zona infinitamente delgada, cuyas 

bases tengan las cotas z, z + dz, su volúmen será: 

dV = Szdz =(a+ bz + cz 2 + dz 3 )dz, 

lo que representa la diferencial del volúmen de nuestro cuerpo 
de Simpson, i la espresion jeneral para este volúmen s~rá : 

V = j(a + bz + cz 2 + dz=~ )dz, 

<;lebiéndose tomar es te integral entre los limites que marcan las 

cotas de las bases de la zona que se quiera cubicar. En nuestro 

caso el límite infe rior es z = €>, i el límite superior z =h. Tene

mos en jeneral: 

1 bz2 cz 3 dz4 
V = Szdz=az+ - + - +-

2 3 4 

Con el límite inferior esta espresion se reduce a cero, luego: 

V = ah+ bh 2 + eh s + dh 4 

2 3 4 
(b) 

Comparando las ecuaciones {a) i (b), se vé que son idénticas, 

luego queda demostrada la exactitud rigurosa de la fórmula: 

V = ~(B + B' + 4M) para los cuerpos de Simpson. 
6 . 

JI J. 'CUERPOS JEOM:IÍ:TRICOS COMPRENDIDOS EN EL TCPO JENE-

RAL DE LOS CUERPOS DE SrMPSON.-Estos ~on principalmente 

los siguientes: 
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(a) La pirámzde. En efecto, elijiendo como plano de oríjen un 
plano que pasa por la ct1spide de la pirámide, paralelo a su ba-. 
se, sabemos que las superficies de todas las secciones paralelas 
a la base son proporcionales a los cuadrados de sus distancias a 
la ctíspide, o sea al plano de oríjen, de manera que en este caso 
tenemos : Sz = mz~, es decir una funcion f(z) del segundo grado. 

(b) El prúmatóz'de. Bajo este nombre, como es sabido, se com
prende un cuerpo, limitado por dos polígonos independientes 
entre sí, situados en planos paralelos (las bases del cuerpo) i 
lateralmente por una série de triángulos de los cuales cada uno 
tiene un lado comun en una de las bases i el vértice opuesto eón 

la otra. Cada prismatóicle se puede descomponer en dos pirá
mides que tienen por base las del prismatóide i la misma altura 
de éste, i ademas en una série de tetraedros, cuyo número de
pende del de los lados de las bases. Llevando un plano de sec. 
cion paralelo a las bases, no es difícil convencerse que cada una 
de las superficies de. las secciones parciales enjenchadas en las 
dos pirámides i los tetraedros es una funcion del segundo grado 
de la misma cota variable, luego lo será tambien su suma o. sea 
la superficie de la seccion total. Si nos figuramos un prismatóide, 
cuyas caras laterales sean infinitamente delgadas, llegamos a la 
conclusion importante, espresada en el siguiente. 

Teorema: So1t cuerpos de Simpson todos aquellos q·ue son lz'un·

tados por dos planos panr-lelos i .una, Sltjerficit ·reglada (gausa en 
jeneral) (ejemplos: el hiperbolóidc de una napa i el hiperbolói
de parabólico). 

(e) El obelisco. Este cuerpo es un prismatóide, en el cual ~ada 
dos lados hómologos de las bases van paralelos (sin que en 
jeneml sus bases sean polígonos semejantes). Su superficie la
teral se compone de trapecios, de los cuales uno o varios pue
den reducirse a triángulos. Si sus ca.ras laterales son infitamente 
delgadas, resulta una superfiicie reglada desarrollable (ejemplos: 
los conos i cilindros.) 
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( d) Los cue·rpos lúnz'tado por una super.fiáe del segundo g·rado 
i dos planos jxt?'alelos a uno de sus planos jrz'ncipales. · 

1) El e!ipsoz'de. La ecuacion de esta superfic'ie, referida a un 
sistema de tres ejes perpendiculares entre sí, es : 

x2 yz 2 2 
~-+-+ -=1, 
L ., B" .. • • v-

donde L, B i V son los semi-ejes i los planos de coordenadas 
los planos principales del elipsóide. Si llevamos un plano z =e, 

par~lelo al plano (x, y), obtenemos como ecuacion de la curva 
de interseccion: 

o 

es decir una elipse, cuyos semi-ejes L' i B' son: 

La superficie de esta elipse es: 

es decir una funcion del segundo grado de la cota variable c. Lo 

mismo sucede naturalmente con las secciones paralelas a los 
otros planos principales del elipsóide. 

2) El hzperbo/6-ide de ·una napa. 

:¿ 2 2 
Su ecuacion es:~+ L - .:__ = l. 

L:~ B 2 v 2 
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Un plano z =e da por interseccion una elipse cuya ecuan-. 
~1on es: 

luego su superficie: 

S 1rLB( 2 ') = ~ v +e, 

es decir otra vez una funcion del segundo grado de la cota c. 
Las secciones paralelas a los otros dos planos principales de este 
cuerpo son hipérboles, es decir superficies ilimitadas, en cuyo 
caso la fórmula de Simpson no puede tener aplicacion . 

. J) Et hiperboLóz"de de dos napas.-Su ecuacion es: 

Un plano x =a, paralelo al plano (y,z) da por interseccion 
una elipse cuya ecuacion es: 

cuyos semi- ejes B' i v' son: 

por consiguiente su superficie 
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es decir una funcion del segundo grado de la cota · variable a . , 
que como se vé debe ser > L, para que haya seccion real.'. L as 
secciones paralelas a los otros dos planos principales · so~ .' hi-·· 
pérboles. 

· 4) E l parabolóz'de elípt·ico.- Su ecuacion es: 

Un plano x =a, paralelo al pla no principal (y,z) da p0r inter
seccion una elipse cuya ecuacion es: 

cuyos semi- ejes B' i v' son por consiguiente: 

luego su superficie 

B, B ra. , ¡a= .v'L 1 v = v .v'T ' 

es decir una funcion del primer g rado de la cota variable a. Las 
secciones paralelas a los otros planos principales son parábolas, 
es decir curvas de superficies ilimitadas. 

5) E l pa1~abolóide hzperbólico.-Su ecuacion es: 

En es ~e cuerpo las secciones al plano (y,z) son hipérboles i 
las paralelas a los otros dos plano principales son parábolas; 
así mismo cualquiera ·otra seccion plana oblícua es de superfi cie 
ilimitada, lnego la fórmula c'e S impson no tiene aplicacionJ a 
pesar de que esta superfic ie, como es sabido, es una superficie 
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reglada, que puede ser enjendrada por una· línea recta qu"e va 
constantemente paralela a un plano fijo, resbalando al mismo 
tiempo sobre dos rectas fijas, no situadas en el mismo plano. 

e) Cuerpos en los cuales se verifica que· la funcion Sz = f(z) 
es del tercer grado, existen naturalmente, pero no son de im
portancirt en la práctica. Un ejemplo de estos cuerpos de Si m p
son seria p. c. la superficie cie revolucion enjendrada por la cu rva: 

x 2 = a + bz + cz~+dz3, 

situada en el plano (x,z) i que jiraría en torno del eje de las z. 
IV. APLICACIONES DE LA FÓRMULA DE SIMPSoN·.-Hemos vis

to arriba que la fórmula: 

V=~(B+B'+4M) 

es rigurosamente exacta para la cu bicacion de los cuerpos de 
Sin1pson. Para los demas cuerpos la fórmula es apro':Cimatz"va i 
como tal la empleó ya Newton. 

En efecto, si la funcion f(z) es una cualquiera, alj ebráica o 
trascendental, podemos desarrollarla, segun potencias crecientes 
de z, obteniendo: 

hasta lo infinito, resultando así 

i por otra parte: 
B = So= ao 

.. , , 

:~ 
i 
! 
1 

. j 
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luego segun la fórmula de Simpson: 

(B)v h+ a,h~+a~h
3

+a~h
4

+ S . h~+ 7 h' T7 h" =ao -- -- -- ~a, --a. + ·-ao ' + 
2 . 3 4 24 48 • 64 . . 

como se vé la discrepancia entre las fórmulas (L) i (B) princi
pia con la quinta potencia de h i la diferencia entre la espresion 
exacta (L) i la deducida de la fórmula de Simpson será eviden
temente tan.to mas pequeña miéntras menor ~eá h, es decir, la 
fórmula de Simpson, aplicada a un cuerpo cualquiera dará re
sultados tanto mas aproxi111ados, miéntras menor sea la -al tura 
h de la zona cuyo volúmen se trata de determinar . 

. La impo?·tancia técnica de la fórmula de Simpson,. consúte 
pn'ncipalmente en que por medz'o de ella, se puede determinar 
aproximadamente el voM.men de un cue1po cualquz'era de suje,-
ficie curva, i segun lo que acabamos de ver se recomienda ha
cer la cubicacion por .zonas sucesivas delgadas. 

Despues de haber s<-;ñalada la importancia capital de nuestra 
fórmula, pasamos a aplicarla a algunos de los cuerpos que he
mos reconocido como cuerpos de Simpsion. 

(a) El tronco de pirámide .- Un lado de una de las bases sea= a 
i el lado homólogo de la otra base = a'; entónces el lado corres-

pondie~te de seccion media. (semejante a las bases) será= a + a! 
2 

Si la superficie de la primera base es B = ma2 (donde m es un 
coeficiente numérico que ·depende de la forma de la base), la de 

la otra base será B' = man i la de la seccion media M = m (a+ a') 
2

, 
4 

h1ego el volúmen del cuerpo segun la fórmula de Simpson·. 

mh[ V= 6 a2+a'2+(a+a')2J, 

o V= ~h[ 2a~ + 2a'2 + 2aa'] 



maa' = .../ma'l +ina' 2 = .../BB', luego 

V= _E_(B + B'+ .../BB'), es decir 
3-

la fórmula de Simpson conduce a la misma fórn1ula que en es
tereometría elemental se obtiene de una manera mucho mas 
complicada. 

(b) Obelisco con bases rectangulares (en fran ces «pon ton>>). Los 
lados de las bases sean a. b i a' b' en tónces los lados de la sec-
. · '-. . , a + a' . b + b' cton medta, rectangular tambten, seran-- t --, luego 

B=ab, 

2 2 

B' = a'b' i. M = (a+ a') (b + b') 
4 

por consiguiente, si la altura del cuerpo es= h, 

h ' 
V=- (ab +a'b' + ab +ab' + a'b+a'b') 

6 . 

h V=
6 

( 2ab + 2a'b' + ab' + a'b ), 

o en una forma mas conveniente para 'el cálculo numérico: 

(
a + a' b + b' 1 a - a' b - b') V=h --X - -+- --X--

2 2 3 2 2 
( J) 

Si las bases del .obelisco son cuadrados, es decir si a= b i 
a'= b', resulta: 
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, ·· {~) Obelisco cuyás bases son trapecios.-La~ )frieas m.edias . 
(semi-sumas de las bases) ele estos trapecios sean=·a i a' ¡· s.us . 
alturas b i b'. La línea media de la seccion media (trapecio tam-

. '. + 1 b + b' , . · r1 a 1 1 bien) será= -- su a tura = --, u ego 

··. 
2 2 

B=ab, B'=a'b' M=(a+a')(b+ b'), 
4 

como se vé estas espresiones son idénticas con las obtenidas 
baje> (b), de manera que el volúmen de nuestro cuerpo será: 

V=h - ·-x--+- - - X-· -(
a + a' b + b' 1 a - a' b - b') 

. 2 ~ 3 2 2 

d~nde sin embargo las letras a, b, a' i b' tienen otro significado 
que en la fórmula ( 2 ) . Por lo demas se ve facilmente que ei 
ejemplo anterior es un caso especial de éste. 
, .( d) Obelisco con bases triangulares.-Dos lados homó1ogos de 

las bases sean= a i a' i sus alturas correspondientes= b i b'. Te
nemos entónces: 

ab 
B=-, 

2 

, a'b' 
B=-z 

· 1 a +a' b +b' 
M=---X--

2 2 2 

por consiguiente: por analojía con los ejemplos anteriores: 

(e) Tronco de cono con bases c·irculares.-Los radios de las ba-
. \ 

ses sean r i r', entónces el radio de la seccion media será= r + r, 
2 

luego 
1t 

M= - ( r+ r')2 

4 
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pór co.nsig'úrente: por · analojía ·con el caso a que se refiere. la 
f6rmula (2) 

+ \ 1 

V =7th((~ P' + -1 
( ~ ) •) 

. 2 3 2 
(s) 

Esta fórmula es evidentemente mas cómoda para el cálculo 
numérico que la ordinaria: 

V= ... h (r2 + rr' + r'2 ). 
3 

(f) Tronco de cono con bases eltptz'cas (paralelas).-La fórmula 
de Simpson es apl icable a este caso, porque los conos son su

perficies regladas. Los semi-ejes d~ una de las elipses que for
rnan las bases sean =a i b, i. los de la otra = a' i b' en tónces los 

d 1 . 1. , a + a' . b + b' . . 
e a seccwn mee ta seran -- 1 --, por consrgUiente: 

2 2 

V=7rh - - X--+ - - - X--(
a + a' b + b' r a - a' b - b') 

2 2 3 2 2 
(6) 

Observaremos que en este caso debe verificarse la proporcion : 
a : a': : b: b'. 

Observaáon: De nuestro desarrollo de la fórmula para el vo
lúmen de un tronco de pirámtde i de las fórmulas (S) i (6) se pue
de deducir, que los volumenes de troncos de pirámides i troncos 
de conos, cuyas secciones medias i alturas son ig uales, son tanto 
mayores, miéntras mayor sea la diferencia entre las superficies 
de sus bases, miéntras que, como veremos mas adelante, los 

volümencs de zonas esféricas, que tienen, iguales secciones me

dias e iguales altu ras, son enteramente independientes de la 
diferencia entre las bases circulares de la zona. 

(g) El tetraedro.-Si por cada uno de dos cantos opuestos de 
un, tetraedro llevamos un plano paralelo al otro, tendremos dos 
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planos paralelos entre sí, entre los cuales est~rá compren~ido el . 
cuerpo entero. 

Bajo este punto de vista el tetraedro se p~ede considerar 
corno un obelisco. cuyas bases serian los dos cantos opuestos 
a i b, es decir las SU[.>erficies de sus bases serian B =0 í B' =O · 

' J 

]a .:;eccion media M vendría a ser un paralelógramo, ·cuyos lados 

serian =~ i ~. i el áugulo formado por ellos seda el ángul·o 
2 2 

de cruzamiento entre los do:1 cantos opuestos, el cual designa:; 
remos por L.. La altura h del obelisco seria la distancia ma;=; 
corta entre los cantos opuestos, i como B =O, B' =O, M =· ab 
sen. L resulta para el volúmen del tetraedro : 

V=~~bh sen. L (7) 

Esta fórmula nos revela el siguiente teorema, que no deja de 
ser interesante bajo el punto de vista teórico: 

· Teo?'ema: El volúme'lt de ·zm tetraedro es ·igttala la ·sesta jdrte 

del producto de dos cantos opuestos, multiplicado por la distancia 

mas corta cubl'e éstos t.' el seno de su á1tg-ulo de cr~tzamz'e?Zto. 

(h) El eltpsóide.--Corisiderando este cuerpo como compren.' 

dido entre los planos tanjetes z = + v i z = - v, se tiene: 

B=O, B'=O M=1rLB, 

luego su volúmen: 

. h 2V - 4 
V= - x 41rLB =- x 4rtLB= -1tLBv. 

6 6 3 . 

Considerando una zona comprendida entre dos secciones 
equidistantes del plano principal (x,y); cuyos semi-ejes sean L' i 
B' tenemos: 

B = B' = 1rL'B' 
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luego d volúmen de esta zona, cuya altura sea= h: 

o 

V= ~;(2L'B' + 4LB) 

V= 1rh(2LB + L'B'). 
3 

(8) 

Si el elipsóide es de revolucion en torno del eje de las ·Z, 
tenemos : 

L = B = r i L ' = B' = Q, 
]u e~ o 

Las fórmulas (8) i (9) son aplicables tambien a zonas com
prendidas entre un plano principal i -una seccioo paralela a este, 
siempre que por h se entienda la altura de estas zonas. _ 

Es fácil comprender que la fórmula (9) es aplicable a cual
quier superficie de revol~cion de Simp~on , que tenga dos bases 
iguales. 

Hemos visto en el capítulo TI 1, bajo (el) (s) que los semi~ 
ejes de una secei.on elíptica enjendrada por un plano z =e, son 

luego 

L, L ¡--
·=-,.¡v 2 -c~ 

V 

B 
B =- 1v~- c 2 

V ,.¡ ' 

Si en vez de la cota e introducimos la Aecha (sajita) o del 
casquete separado· por d . plano z =e, tenemos : s =v- e o 
e= v- s. Con este valor de e resulta: 

o 

LR 
L'B' = g-[ v2 - (v- s)2 ] 

V 
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Introduciendo este valor de L'B' en la fó~mula (8), ~ac:i~ndo 
ademas h=c=v- s, obtenemos la siguiente fÓrmula · p~ra ·el 

volúmen de una zona comprendida entre el plano principal (x,y) 
i una seccion cuya sajita es=s: 

,,. 
o 

i finalmente: 

Para obtener el volútnen del casquete del· elipsóide, separado 
por el plano cuya sajita es= s, no hai mas que restar la espre
sion (ro) de la ·mitad del volúmen del elipsóide, es decir, de 

2 
-7f" LBv, 
3 

resultando: 

V = 7r L~ S 2 ( V - ~- ) 
V 3 

( Il) 

El · volúmen de una zona, comprendida entre dos planos 
paralelos al plano principal (x, y), cuyas sajitas sea.n s i s', re_ 
sulta como diferencia de los casquetes respectivos de la fórmúla 

siguiente: 

V=.,.LB2 [s2(v-~)-s'~(v- ~) J (t2) 
V 3 . 3 

Si el elipsóide es de revolucion, las fórmulas ( 1 o), ( z 1) i ( r 2) 
se modifican, haciendo L = B. 

En el caso de la esfera, es decir, siendo L = B = v = r, la 

la fórmula (10) se convierte en : 

. (lo'): 
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la fórmula ( 1 1) en: 

( 1 I ') 

i la fórmula ( 1 2'): 
' 

V = 7r[s 2(r-~)-s'2(r-~) J 
3 3 

(i) E! hipe·rbo!óz.'de de 7-tna napa. - En el capítulo Ill bajo ( d) 
2} hemos visto que la superficie de una seccion enjendrada por 
un plano z - e es 

~LB · 
S= - -

2 
( v~ + c2

), luego para calcular el volúmen de una zo- · 
V 

na comprendida entre dos planos z = +e i z = -e, equidistante 
al plano (x, y) tenemos estos elementos: 

B = B' = ~LB(v2 +e¡¿) í M =~LB, vz 
por consiguiente 

og V= 2~c (2~B (v2 + e2) + 4LB ) 

V _ LBc ( 2 + c2
) -21t-- V - 1 

V~ 2 
o 

de manera que el volúrnen de una zona comprendida entre el 
plano (x,y) i una seccion cuya cota= e, será: 

V - LBc( -J+ c2
) -'lt-- V -

y2 3 

i por consiguiente el volúmen de una zona comprendida entre 

dos planos cuyas co~as sean z =e i z =e', será: 
. •. 

(rs) 

Si el hiperbolóide es de revolucion en· torno del eje de •las z, 

las fórmulas ( r 3), ( 14) i ( r 5) se modifican,_ haciendo L = B = v. 
Tambien se puede apli~~r e·n ·este .caso la fórmula (9). 
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Con respecto al hiperbolóide de una napa es de observar que es 
una superficie reglada, pues puede ser ejendrada por el movi
miento continuo de una l!nea recta que resbala constantemente 
sobre tres rectas fijas, de las cuales cada dos no estén situadss 
en el m~smo plano. De aquí se sigue que la fórmula de Simp
son es todavia aplicable a zonas de este cuerpo, comprendidas 
entre se.cciones paralelas, eHpticas, oblicuas con respecto a los 
ejes principal del hiperbolóide. 

(k) E! hipe1'bolóide de dos tta}as.-Consideranclo una zona 

comprendida entre los planos x= +a i x=- a, el aspecto jea
métrico del cuerpo nos enseña que !a seccz'on media uo existe. 
En este caso que puede suceder tambien en otros cuerpos de 
Simpson se sigue la siguiente. 

Re,(la jeJte1·a!,·- Cuando para tma ZOJla de 1m cuerpo de Sintj;
son la secdon medz'a 1zo e-r:iste, jeometn'camente hablando, o lo que 

es !o mz'smo, se compone de elementos z'majiuan'os, aljebráz'cmnen
te hablando, se ejewta el cdlw!o, basado en la fórmula Sz :j( z) 
que se snpone conocida, conto sz· !a seccion media existiera ett rea

lidad. 
En el capitulo I II bajo ( d)3) hemos visto que los semt-ejes 

B' i v' de la seccion e.Hptica producida por un plano 

son 

x= +a o ?' = - a, 

B'= B ,Ja:: - L~ 
L 

,_v...;~ ~~ 
V --- e a -L 

Los semi-ejes Bo i vo de la seccion media imajinaria resul
tarán haciendo a=o en las espresiones anteriores, 

luego 

o 

V¡-
Vo=L~ -L2

, 

Vo=v.../-1, 

es decir, los semi-eje~ de la seccion media son imajinarios. 
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Para el volúrnen de la zona, comprendida entre el plano (z,y) 
i ~-..secc i o n x= +a, se tiene la espresion: 

V 7ta ( B' ') = - 2I3oVo + V , 
3 

pero 

B B B' , __ Bv.(· 2_L'J ) 
0v 0=-=- V V L !l a . 

Si en vez de la cota a introducimos la sajita s de la seccion 

x==a, se tiene: 

s=a-L, o a=L + s, luego 

B'v'=~~ (s= + 2 Ls). 

In traduciendo los valores de a, B0 v0 i B'v' en la espresion 

anterior para V, resulta: 

o 

o 
7r 

V=-
3 

~:(I.+s)(- 2L 2 + s~ + 2Ls); 

Bv ( L a L ~ 3) L~ -2 ·+3 s +s . 

Para obtener el volúmen del casquete separado por la sec

cion x =a, tenemos que restar de la última espresion el volú

m en de la zona im~jinaria, comprendida entre el plano (y z) i 
el plano tanj ente x = L; este volümen es por a nalojía eón el 

elipsó ide ~= - -
2
-7r Bv. 

3 
Por consiguiente, oblenemos para el volúmen del casquete 

mencionado la fórmula: 

V Bv o ( L s ) =7r -S•~ +-
L2 J 
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i para el volúmen ele una zona, compremdida en tre dos seccio
nes cuyas sajitas sean s i s' la fórmula : 

V Bv( "(L s) '"(L s' = 71' ...... .... S. + - - S • + -) 
L 9 3 · 3 (r7) 

como se ve estas dos últimas fórmulas .se diferencian de las co

rrespondientes ( I I) i ( 1 2) para el el i psóide principal m en te en el 

signo des. 
Si el hiperbolóide es de revolucion en torno del eje de las x, 

]as fórmulas (t6) i (17) se modifican, haciendo B = v . 

(1) Et jarabolóide elíptico-En el capítulo 1 II bajo (el) 4) h,e

mos encontrado que _la superficie de una seccion, X=a es 

S= !?..Y.. a, luego para determinar segun la fórmula de Simpson 
L 

el volúme n del casquete, ~ separado por esta scccion, tenemos, 

los elementos siguientes: 

B=o, ' 

por consiguiente: 

o 

B'=.,.BZ a, 

V 
Bv ., 

=tt- s~ 

2L 

Bv a . M = 11"-- -- t h =a = s, 
L' 2 

donde s =a representa la saj ita del casquete. 

Cuando n = v, tenemos un paraboloide de re volucion enJen-

2 B 2 . .. 
drado por una parábola y . =-:e- x=2px que Jira en torno 

del eje de las x. 
En este caso la fó rmnla an terior se con vierte en: 

V= r.ps~ 



SOBRE UNA I<'ÓRMULA 

El volúmen de una zona del paraboloide elíptico, comprendi
da entre dos secciones cuyas sajitas sean s i s', resultará de la 
fórmula. 

V. Bv ( ·l 1 •• ) =7r-- S"' -s .. 
2L 

i en el cnso del paraboloide de revolucion: 

V= 1rp (s 2 - s'2). 

Si en la fórmula ( 1 1) hacemos L = B, resulta 

B2 ~ S V =7r- s (v- -} 
y:! 3 

como volúmen de un casquete de un elipsóide de revolucion, 

ejendraclo por la elipse ~.~ + z.~ = 1 que J'ira en torno del eje 
v- v~ 

de las z. 

D esignando el parámetro de esta elipse por 2p, tenemos 
n~ 
~ =p, i la fórmula anterior toma está forma nueva: 

V 

Pss 
V=7r ps~- 7r --

3V 

i de una manera análoga la fúrmula (16) 'toma la forma: 

Sabido es que, si vi L crecen hasta lo infinito, tanto la elipse 
que ejendra nuestro elipsóide de revolucion, al cual se refiere la 
fórmula (2.2), como la hipérbole que ejenc!ra el hiperbolóide de 
revolucinn de dos napas, al cual se refiere la fórmula (23) se re· 
ducei1 a parábolas, es decir, se debe llegar al caso de la fórmula 
( 10 ). En efecto, haciendo v =ex: i L = ex:, cada una de las formu -
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las (22) i (23) se convierten en: V= 1rps2 , itléntico con la fór

mula (19). 
Si en la fórmula ( r 9 ), en vez de la saj ita s, introducimos el 

rZ . radio r de la base del casquete, tenemos r1! = 2ps, o s = __ 1 
zp, 

esta fórmula se convierte en: 

donde h = s representa la altura del ca~quete. 

La fórmula (24) nos dice que: 
El volómeu de 1t1t casquete, de un j;m'abol6z'de de 1'evolucio1z, 

separado por ttn p!auo petjend7'cztlar al efe de la pm,ábola que 
lo e¡'endra, es z'gua! a la mitad de un cz'!indro qu.e t/ene la mú
ma base i la misma alttwa . 

V. RELACIONES ENTlU: LOS ELEl\fEMTOS QUE ENTHAN EN LA FÓR

MULA DE SrMI'SON.- Segun la fórmula 

V=~ (B + B' +4M), 

para determinar el volúmen de una zona de un cuerpo de Simp

son basta conocer, fuera de la altura h, las suma de sus bases i 

la seccion media. Nos proponemos en este capítulo comparar, 
en los distintos cuerpos de Simpson, Jos valores numéricos de 
la semi-suma de las bases i de la seccion media. 

La lei de formacion de un cuerpo de Simpson sea: 

Sz=m+nz+qz~ 

. 
· 1 • Consideremos una zona, comprendida entre dos planos, cuyas 

cotas sean z i z + h, luego la cota de la secc1on media= z + ~. 
2 

Los elementos ele esta zona son; 
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B=m+nz+.qz 2 • 

B' =m+ n(z + h) + q(z + h)2 

M=m+n(z+~ +q(z+~)2; Juego 
2 2 

B + B' h h 2 

---=m+n(z+-)+q(z2 +hz+-) 
2 2 2 

I) B + B' h2 M- · 
2 

= - q-¡- , es decir 

La seccion media comparada con la senu:-smna de las bases, es 

mas pequefía o mas grm~de o igual, seg'zen el coeficz'ente q sea po

s~'tivo o negatt'vo o cero. 
Para aplicar este resul tado a las superficies de segundo gra

do, designaremos la cota variable siempre por z, obteniendo as{ 
segun capítulo I II ( d): 

Ptwa el elipsót'de: Sz =-..LB- 7t LB z2 
V~ 

Prwa et hiperboMt'de de zma napa: Sz = 71' LB + n ~ ~ z 2 . 

Para el ltije1~bolóz'de de dos ?lajas: Sz = - -..Bv + n ~~ z2 • 

Bv Pm·a el pa1·aboló-ide eliptico: Sz = 71'---r-Z. 

Es decir tenemos: 

en el elipsóide: q = -" L~ , es decir negat-ivo en los dos hi
v 

LB . Bv 
Perbolóides: q = + r.- - 1 + "--, es decir "'on'tz'vo en el pa-v!! L'-~ r 

rabolóide elíptico: p =o. 
Estos resultados nos dicen que: 
En e! e!ipsóide la secc1:on medz'a es mayoJ' que la seml-sttma 

de las bases, en los dos !tiperbolóirtes tJS menor t. en et parabolóide 
elíptico les dos 11alores so1t t'g·uales. 
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VJ. DEDUCCION DE ALGONAS FÓRMULAS INTE~ESANTES.-En 

este cap!tulo trata remos solamente de superficies de revolucion. 

Designando el radio de la seccion media de una zona por Q, 
luego 1\1 ='itQ 2 , se deduce de la ecuacion I del capítulo anterior; 

I I) H' +B =27tQ 2 + ~qh2 
. 2 

i sustituy.endo este valor en la fórmula j eneral de Simpson re

su! ta: 

II I) 

Sustituyendo los valores de q, obtenidos al final del capitulo 

anterior, haciendo en el elipsóide e hipe rbolóide ele una napa 

L = B i en el hiperbolóide de dos napas i el parabolóide elípti

co v = s resulta : 

para el elipsóide: V= ... h (Q2- _1_ B
2 

h'2) 
12 V2 

Para el hiperbolóide de una napa: V ='-h (02 +-1 - B:.\z) 
.-v 12 V2 · 

para el h iperbolóide de dos napas:V = ?r h(Q 2 + /
2 

~:h 2 ) 
para el parabolóide: V =7thQ~. 

La fórmula para el elipsóide es esplicable a la esfera, haciendo 

B = v, resultando así la siguiente fórmula: 

donde h significa la altura de la zona esférica i Q e l radio de su 

seccion media. 

N Ol'A: ( J) Esta fórmula, de orijen relativnmente moderno, fué publicadn 

por primera vez pot· el matemático Winckhaus, en la revista mr.temática de Cre· 
lle, año x844. 
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Esta fórmula nos revela el siguiente : 
Teorema: Los voMmenes de zonas esfén'cas, q·ue lz"enen ~(tea

les seccioJtes medz'as i las mism~s a!ttwas, son ·iguales, c1ealqwiera 
que sea el radt:o de la esfera respectiva. 

Designando los radios de ]as bases de una zona esférica por 
Q1 i Q2 i el radio de la seccion media como ántes por Q, i te
niendo presente que en la esfera es q = - 71', se deduce .de la 
ecuacion I 1, 

tructiva: 

IV) 

_r 1r h~, o sea la siguiente relacion ins-
2 

Por medio -Je esta relacion,' la fórmula (25) se puede trasfor
mar en la siguiente: 

que puede servir para calcular el volúmcn de una zona esférica, 
dados los radios de sus bases i su .altura. 

Haciendo Q:~=Ü, resulta la ~iguiente fórmula para calcular 
el volümen de un casquete esférico: 

donde h es la altura (sajíta) del casquete i Q el radio de su sec
cion media. 

JULIO PFLÜGER. 
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