
!NÁLISIS DE DIVERSOS TIPOS 
DE AHMAOURAS AR'rlCliLi\0:\~, 1.1.\_TO r; L PUL\TO ú!:: VIST t\ ECOK ÓMICO 

En la cntr·cg~ de estos <<.A. :J ídc..:s.~ cor,.e.spondiente al mes cie 

S e.tic-:.mhre ck r8.9S· h;lbia p·.Jblicado el infra5crito un ;¡ r lÍcu\n 
con el d t 11 lo el~ «Exd,.neu úuldt/co-~wal!úco de la, dúposic/ott 

mas ccuuól!lica par,z co!lsfru(áones simples de fierro,)) i Jo ha bia 

con cluido co n es tas p;1lal>ras: 
«El au to r se re~e rva estenJer el m¿todCl sintético-<malitico 

inclic;tdo a otros tipos d e const ruccion nl .:nns sencillos, etc., ecU) 

Es esta promesa, hecha <1 mí nÜ:>m0. la q ~ J e v0i a cu111pl ir en 

p;:J.rtt: pr)r e;l pn.:sen tt.: t r.dnjo, qLH~ s~ debe COi lsíder at como cu n

tinuaciun del anrerior, aUJq:¡e f.h>-lr..i entt ndersc in.Jependie nte· 

mente de aqud 
1 La ftg ura 1 (<~) representa una viga hori;umtal A 13. ;lpoya· 

da e n SUS e.strt;!tnO!:i j reforzada e n SU pu nto mt:dio C por lltla 

p<tlanca vert ical e D. cuyo otr"n estt·emo es 50Stcn ido por lc) S 

puntak:s oblicuos AD i I3 O. S~Jponienr.lo ("]Ue la viga AH, cuya 

Ionjiwd sea = 21, tt~ n.:; a qu?. sop~rcar un;t carga co ntinua í uni
forme de 2 ~ ) toa t~ i;tJ ~;-; p ::-> L" m :!tr11 t: ~.)r ri..l •>, no5 proponemos d si 

g uil·tlte prcJlJ!t:ma: 

¿ Cwfl debe ser l a !onjltud di tapa 'allca 'verll"cal C D . p ara qut. 

la cowfruccion exija zm m/llÚmun de m:.¡!e-ria! (jiern; )? 

La carg<t total es = 2l x 2p == 4pl tonelad,ts i repart¡éndob so

bre los pu ntos ele ap0yo A i B i el nudo C. tenemos en estt~ úl-
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timo una fuerza vertical =:? pi i en cada uno de los prrm~ros 

una id= pi. 
Las resist(:nCÍ<ts de ;.lpoyo Sf' rán A= l3 = 2pl, yendo amb:ls 

fuer7.as dirijicb s hc\cia :~rril•a, de m;uwra c¡ue en r<tda unn de los 

puntos de <•poyo qu<::da una fuerza vc rL il:al = pl Wntlaclas, diri
j id<t hácia ar riba. 

Qutdando determinado así el sistema d~ fuerzas ce te riores 

que afecta n nuestra construccion, pode mos pas<ll' a dctcr•ninar 

lus esfuerzos prodm iclos e n su~ piez,ts C01ll ]l01H!tHes por medio 
d e un diétgrama de C remon;1, que se cun!:> truirá de ía ln<l lH:: ra si

guiente: [lig. r (b)] 
Despues de haber establecido uníl l~sc<da <ie fu erzas conve

niente, traznmos una venic;d ab =pi tondmlas; por e! punto b 
una para lela u la ban·a AC, es dt~cir, unrt borizon t;d. i pnr a una 
paralela n ];t barra A D, obtenit'ndo a~{ ti tri;\nglllo de fuerzas 
abca. cuyas fl echas van t:omo qLteda indicado t>n la figura 1(b) 
i traslatiándolas a l;t ligltr•·l prillliti va, s~:: llt"'g-a a conocer qut~ la 

barra AC sufre un~• comj;rtstim , cuy~t illtt~n sid.tt l queda rt'pre
sen ta<.l-1 p >r L1 lonj itu J d·..:l lad\> be trad uc.: id .t <1 tontL1das cunfor~ 

me a la escala ele fm:rza~ establet.: ida, i la bar ra /\O una trac

CtOil =a c. 
··Pasanuo él hor;.\ ~ 1 nudo C, tenemos en e~ te punto dos fuer

·zas con0cidas, la compresinn de la barra AC i untt fuer1.a Vtrti 

cal . = 2pl i podemos construir los esf11erzos producidos e n las 

b :1rras C il i C D de la m::lllera siguiente: J>aniend:> cid punto e 
recorrenios eJ lado c!J que representa la C(Jlllpresion en la barra 
AC; vt:: n icalmt:tHe dell,ljo tk a :lplic.tll\05 una d ís ta n.::i<l GJ = 2pl 

de suerte c¡ue b,l = a.l = pl. pl)r d tr,t 7.< li11 0S una l ''lr;dt"la a la ba

rra I3':..: , e .-;tl l.!~ i r u1U h->ri¿:)!lt.d, i ¡nr el puntl> ,~t-; part ida e una 
paralel,l (\ CD, es .d :.cir UtM vt·nic.d. o:)~t: ll Í l: n lo é\SÍ el c uaJr ilá

t t~t'O de t u ·~r7 . \S c.'djc, C!ll"l·c :s¡>ln ,lit; na: al nulo C; tr,tsl -t{,l.,tdn 

sus flechas a estr~ nudo, se vé. que b barr.1 BC ~ufre Utl;.l co:n· 
pres10n .=df=bc. i b barrd CD una idem =fc=bd= 2lJI to~ 
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n~iada~. Tmz:1 ndf1 h re.c t:t af ést:1. id par;,lda a l<l b;ura BD, 
j al n:sdo C cnr rcspqnJe t:J tr:á ngulo de fuerz<1 S n/ca. que nos 

dit.:e q ·1e Ja b·trra fl l) está S:Jjt:tcl a llrlC\ tr,tccion = a(= ac = 

tra rl·ion en la Garnt f\ D. 
Al nudo B le corresponde el t ríáng;.d0 de (uerzas dafd. 
e omo t:m evidente a priori por rél zon de sinwtria. las com. 

presiones Jt: ltts bmn1s AC i BC i asi mi~mo ]as tracciones en 

los punta lt"S AD i I3 D n~su l tan re spectivamente igua les. (x) 
C'uandu una barra pri~mática, que forma parte integnuHe de 

un;t construccion. tient~ que re~ist i r a un esft1e rzo máximo= S) 
se !f; dad. una seccic:n trasversal ~· proporcional a S, de ma

ne r<t que en j (-~ n cntl v = K S, d0ncle K es el coeñcitnte de 

res i ~tencia qu t~ depenJerá <.:h~ la clase i c;did;ld dei material em

pl ~ado i tambien del grad;) Jc sP.guridad (} UC se qui t re dar a la 

obr;t ; p tra e1 mismo m tteri .tl .s~!'á en jen~r<.tl diferente en los 

.casos de compn·siun o traccion. En ti pt·iult r caso lo designa

mos por m i en el segundo por n. 

Sit:nclo la Jonj itud de 1;) barra = L, s u volürnen será : 

V ;=: Lv = KLS 

D esignando la lonj itud variable de la barra e D por X, la 

del punt .tl A D por z i los volúmenes de las barras AC, CD 

i A D n~spectÍVélltlr.nte por VI, v~ i v •. resulta de lo que prece-
1 

ne que: 

(1) Vs =ml x bc; ( 2) V~= 111X X cf; (3) Va=nz xac 

Co:110 los t r i á:1~u los AC D i cba ~on semejantes, se deducen 
las sigulente.s pruporclones: 

No r -\. - (x) L:t prolij ic.l:td exce-;iv:t m:~ d:1 e:J est:1s csplic&ICiones vrc en ohse· 

qui0 a aqud los lt:ctores que ac~so estén poco versndos en Jos proced¡nieutos 

grafost;ltico::;. 
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;.¡h xl pl 2 
bc :l =ab:x, luego bc=---=--

x ~ 

1• l :1bxz plz c-tc: z = au: x, li('I"YQ ac =~-·· = -
~ X X 

S ;.JSC Ítuyend c> e;;to3 v:tlo res en las ecu:tc iones ( ¡) i (3) i tenien· 

do presente que cf= 2pl i z:.~ = x 2 + 1:? rt'sulw: 

mJ·Jl :l; . 
\ 1 - \ ; - _,n .... n] v· 

t - -- ~ - - J r ·" • 
V 

3 
= n p 1( x 2 + 1 Z ). 

X X 

El vo~úmen tot:.ll del ma terial que entra e n la obra es: 

V= 2 V,+ V: + 2 V.:; por consiguiente : 

(
¡·• ) V=2pl(m+n) ~+x 

S e t ··ata de determinar el valor de x <"JUC produ7.ca un va!o1 
mfnimo del volúmen tot.1l V. 

Prescindiendu dd f.tctor co nstante 2pl(m + n ), podernos es

criblr: 

Dift;re nciando resulta 

lZ 
y=- + x 

X 

1 1 ~ 
Y = - - + 1 =O luego 

x~ ' 

-1 2 + x;} =O, o finalmente X= l. 

Para L1 segunda derivada de ) 1 o bte nemos 

11 21 2. t . 1 ., • 1 y c:l +--es e ec1r un ~·ator pon wo, o que 
X;) 
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nos 'lsegur;t C]U C el v:~. 1or x = 1 produce un v;tlor m í ttÚitO de V. 
Por C(Jas i~uie:W.:' n 1estro probl ema tiene la siguiente so!u

cion ~t: ndb: 

/'ara cünsultar /,·r. 1Jt:lyo r CCOitOmfrt ·de 11t ~lttn'al t~1l el tipo de 
r.o,tslrucÚoJt r1-pres.:n!adv en /,z. Jf:r;·nr."t I (a), la ba.rrtl vertical 
CD se hartf. ig·tta.l a. la mitad de la lonjziud Lfe la 'i-'{~·a A B. 

Observan~mns de paso r¡ue e n ~ste caso Jos puntaiP.s A D i 
B D s J :1 p :: rp~~n .l icui.ln:!s e nt n~ sí i cada una de el! as forma con 

la viga hori?.omal un ángulo = 45°. 
lo 1zolab!e en 1111est ro 7'e,wfü?du es que este es complela"'ft tr.te 

z'luiej;euclt"ente de los coe._¡ft·t'tmies de scgNr/dad m. i tz, es dt!cir de 

/,e clase í calidad dd m d;; .·úd q·u.e se t'm}lee. 

f-L lc icndo x = l en la cspresion arriba ol>tenida para el volú· 
rnen total V, resulta: 

mi n. V== 2pl(m + n) {\:!· + 1) = 4pP(m + n) 

H aciendo x = -
1
- 1, resultaría: 

2 

V = ~pl(m + n)( 21 + ~· l ) = SpJ!!(m + n) 

i con x=21: 

~sto nos dict.: que : 

Y(t sea ndlfÚdttJo la lon.fitud d,1 La barra vertical CD =la su 

mitad , ya sea f7/f17Wntdud!'!a lursta d drJb 'e, en ambos cru o.• la 

C{m/Íclt~d de u~alel'i,lf t.'X~j,ble (J,.!io! .s mismas coutlicíolleS de ctW
ga. 7"t.?sistcuútt 1. sc:;'nndud. (.'lflllnt!an ·a cu ml 25% 

Esta sola especi:ic.tcion dd l't!S td t a d() obtenido lJastará para 

que nadie pueJa negar la importancia prticúca de nuestras in-
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vest ig-aciones, que rt prim era vi~ta rucc1t"n lu!Jer p~recido de 
int~::rcs pura 'l:eiJtc: l<.:ó ric(J. 

I I , }';¡5(111\ 0S ,,t ora a n ·soln r el n : i~ n:o ~rnl..l( tra c~n res

p~: cto a la mís-¡:¡1. cnn~ tn tcc ion anceriur, p:~ro Íllt.:linad.t de e;·d 

modo c¡uP. Ia "·iga A B forme con b vertic.d u:1 á.IJUID agu lu = r. 
[véase fig. 2 (a)]. Supontmos l)tra v<::z una carga continu .1 í L!ni

forme de 2p toneladas por rnc tro corndo de la vig.L inclinada 

A B = 21. 
El clia3,·erna ele Cren1on;~. correspondiente !>e construirá de la 

sig uiente rnaner¡¡: [fi ~~· 2 (b)J 
Se tra7.é\ una venical ab =pi tcmclad;ts, por b una par;tleJa a 

l\C i por el Jllllltt> a o_tra pm<tlela al puntal 1\D, obteni<:ndoasf 

el tr Í<íng ulo de fu erzas aóca, <:'1 1ue, despues ue tt'itslacl a r sus 
lkclws ;¡ J nudo A. nos dice g11e 1:. b<m·a AC sufre una Cúmpre
siun =be i l; t b<t rra AD una tracci c;n =-tiC. 

Pa.sando a! tll:do C, r:·cnrn mos cb = ccmpresic n de l~t han·a 
AC; vertitallllente (kb<tjo de b ;.qdican~o!-> un;t di!;tancia bd= 2.¡ll, 
de suene qt :e ba-=ad=pl. por el punto dtra;.amos u11a p<tntltla 
a la viga in el ínatla i por el punto d~: p;t:·ticb e una paraJe!;{ a la 
barra CD, lr~ q11 r~ irá n:ltur;tlmente 1wrpendjcular a be, obte 

n ·endo ;1 :-: í d cuadril/ttero de fm·rzas cbJjé. qu(~ nos d ice C]UC la 
b<~rra llC está ~uj<.:ta a t'.lli'l CtJ111 prt: Stllll = df i l<t pieza e o a 

c na idt-m=j{. T r;wmtlo 1;.¡ recta fa, esta dt~ br: ir paralela a BD 

i d triángulo de fu e rz<lS corn·spondiente ;¡) nudo D es acfa i 

nos da el resultado que el punt~l BV ti ene qut resist ir i\ una 

trace ion = rr.f. • 
A! nudo [3 1 e. correspond e el t ri<1ngulo Je fuerzas dajt{, q ue 

sol" nH.: n te con LÍ ene fuer~;ts ya conocidas. 

Constrvando Jos prinópios estflblecidos en el problema ante
r :or i (ksign<llld() lo!i voltílllt.'IH'S de ]¡IS iJarras AC, e O, AL), 

B: i BD lJUf VI. V¡, V~. v4 í \1;. n.:stth;t: 

V 1 =m[ x be, V t =m y x cf, V~= nz x ac, 
V, =ml x df, V,.= n~ x af. 
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ConsiJennch conl() i 11 c.J~n i ta n vari,1b'e indepe- ndiente el á n

gulo x. q·te el fYJ :H<tl .\O tdi·.n.\ un Lt v1g 1 inclinad;{ AU, es 

fá.ci J ver qut: 

y= l tgx 

gUlentes: 

1 z =- , de suerte que t<::n :~ mos las ccuacicnes si
C.:ú::iX. 

(l) V. =mlxbc, ('2) V~= mltgxxcf, (3) Vl= nlxac 
cosx 

(4) V l 1 f . ( ,.. ) \ ' n 1 x af ; = lll X ( 1 ::> ~ = .. --
co:.;x 

En nuestro diagrama ele Cremo1~ a es fácil ver que los ;4¡·gu

]o!:) siguientes ti~n~n los vahrcs que se espre~an c:1 seguiJ a: 

En el triángulo abe se veri fican ]as siguientes proporc.ones: 

b b ( ) 1 b pisen (r:-x ) e: a =sen r-x : senx, u ego e= -·-·--- - 
senx 

l 
plsenr 

ac: ab = scnr: scnx, ucgo ac = - 
~cnx 

En d triá ngulo acf se observa desde luego que 

f pJsenr . d . ' fi 1 . - . a = ac = --. 1 a e mas se ven ca a s1gutente proporc:on : 
SC!IlX 

f 2 l f 
:tcsf'n2x e : ¡¡e =sen x : cos....:, ueQ'o e ,;:; ----.._, cosx 

o sea cf = 2•\csenx = 2¡;1senr. 

f¡nalmente en e1 triángu[o afd se verifica la proporC:on: 
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df: ;;¡el =$en( r + x): ~enx, 
- pl sen 1 ~- ...L. ") 

!u ego c1t = -'---- ----=-
:-. t..: JIX 

Su~titurendo estos -va~o:c!) ~n bs ccuélciom·:; (1), (2) .... (5), 
se obtiene: 

VJ = mpP se·nr ctgx-m pt ·~ cosr 

V 1 = 2rnpl2 tgx senr 

V 1 =m pfl senr ctg.'\ + m¡>li cosr 

v~ -;;. v
3 

= n pJ~ Sf'.f'J r 
::iC.: Il XCO:iX 

Forrnft.n lo la sumJ de estos v;1lnres p·tra· obtener el volúrnen 
t Jtal V tld materit.~.l que entra e n la construccion resulta: 

• .:!11pP sen r 
V= 2mpPsenrctgx + 2mph:;~ n rtgx + --· .--. 

sen 2X 

V= 2pFsenr( m (tox + ctirx) + 11 
) , i reduciendo 

,.., 0 scrtX cu.-;x 

tod,) ;t)m;sm~ denomin ado r st:.nx. cosx: 

( ~ 1) ) 

V ,... l ' m sr"n ;.; + rns - x + n . íi 1 
=.;, p - senr 1 m11rnente 

::;.._. 1 LxCCJ-" x 

V = 4pl'l (m+ n) S''ll!, 
sen2x 

El á~g 11lo x s:: debe clejir ele t:'t ! modo cp re é l volúmen total 
V sea un m.fuim ·wz. Cnnl'J el numerador ·se com pone de facto

f(•s constantes o se;t Í1Hit··pe1Hl itn tes de ~~. l~~tn sucederá cuando 

el tknomi nador sen 2x lkgue a su \';den· müxin10, t s decir cu;1ndo 

sen 2x = 1, 1 u ego 
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Este v.-dor de X hn.cc q l!e y= e D ':=l. en cuyo caso los dos 
p:.J :H des t\ 1) i B 1.) so:1 p·:r¡.wnJiculan:s <:ntre ~í. Uegamo~ a~i 

a lt si.s·¡jt;~ : Jte s=H'j)\'-!11 L:lltt'. en du;io .l: A w t Clt :r:t!J /.~ v t.',··a esltí' 
úl(//:u.I.L. f,t;:; tÜI/ltJ :lS/u .'l iJ.,. m'-'" t'CJ:: f.u,{:t.!>' dJ las j>ti:sas com/JO· 

m!1tl.1.> rlé nu::-stro tt>;.J .Í.! cD ·t ,'fr:tcÚa:t .. \'IJ o!Jtt.linen. dando a fa 

bttna PJ¡jJ¡;¡¡ !.'ctdttr e D lt/Ut fonj:'tud /g:tal a ltl mita.i de.! !ar
g·o oblfctto de la vz.':,:a. 

N .Jtese que c:stt' rl~gu] ta~lo es in llependiente, no solamentt d~ 
los coeficientes de s~guridad m i ?t, !:ii no tam bie11 dd gréldo de 
inclinacion úe la viga. · 

Con x == 450 o sen 2x = 1, resu lta 

mín V~ 4 pl 2 (m+ n). 

t 
Como se vé, hai concordancia entre este resultado í el que 

hemos obtenido mas arriba. 

/ 

11 1.--Examinarémos nbnr:~. b:-tjo d tn1smo punto ele vis ta el 
casn de una vi:.j'l in cli1~ad t .-\ B [fi :.;. 3 (a)]. reforztdct en un pun · 
to C por una b~t rra vertic.tl C D i 1 0~ punt.tk~ A O i BD. 

Lo.-; st:gf11~· n t'lS AC i CD de bt viga lo'i . d es[gnareillos por 

s i "'· R :¡Hnien lo la carg.l ccHHÍtlua í u:1ifoml ~ de 2· p tf)n da

d,ts p :)t' m. c. s 1b1·e los ¡;unt()S de apoyo A i B i el nudo C, 
te n~mos t' ll el úl;imrl u í\a fuerza. esterior vertic.~I = 2pl i e:1 los 
d os pr imeros fuerzas venicales iguales a ps i ¡)s' resp~c ti va

ment~; las resist~ncia:-; ele apoyo son 2¡11 ca .la un<l ; de manera 
que en el ptl ll to A qut:da u1u f.ttrza venic;·tl clirij id·., hád<t <m·iba 
= ·1pl - ps = p (21 ..- s) = ps' i f..!ll el p1mto B ocr;t =~pi- p,;' = 
p(21 - s') = ps. S.:.:st ln e ; t :> <:1 d i 1 - ~r t n t ~.l.! Cl''.:: :n 1;1~ e l · n:-;~J >:1-

diente se cr)lt s trt •Y ~ . tr.t;,J. t \ () tr\:1 l , ~t.: n.:i L vt.:r t i.:al a b = ps', po r 

a i b s<~ tra7. t:l p tr dd.r-. re .;p ~~ ·.: c;,. t' ll : tiC•: a A [) i .'\ C, l)ht~ 'li~JLio 

a~i d trit\:lg ,dJ de fu<:rz.ts a. b c. a., síe n.l.> bc=cotn pn~s :on ele la 

barra AC i ac = tr<tccion ele! pu ntal 1\ D. El cuad ríl,'\tcro de 
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Íllf r7.<!S rorrr~rr • ndírn re ;d n t;cffl ( ( ' Sr b d_l donrle btf = 2pJ, 
L11 go tTtÍ=j>s, pnrq ~1e s+-f = ~l; los lados ,:f i f( rcpresc11t; 111 

n ·s pi~C ti VH J11 t.: lll t: ~. . .... C() l11 ¡ fresi o ne~ quesdn: tl : ¡)!-¡ barras nc i e D. 
Lt rcc t;l j tl dt:be ir p~trakht <t n u i rtpr(;St.:JH~l la traccion ;.! que 

está sujdt) d puoL;d U U. pues el tri~in;{u !o de fuerzas corres~ 

pond itnte ;il nudo D <-s e a 1 e, i el (}ue corrt~.c:, ¡;onde al punto B 

es da 1 d. pero no cnnttt'tH:: ningun t ~sfut;rzo nuevo. 

Const!rviludo hs <.l~sig11ac i 0nes cstabtecid•ts <:n ti problema 

anl\!rior i con las que \ ·all marc<u.las t:n l;t fig. 3 (;•) resulta: 

V.= ms x be; V1 =m~ x cí; Vs=ny x ac; 

v.=ms' X df; Vl=ll7. X af. 

De. la ~emej:mza de los triángulos AC D i cba se deduce las 

sigu ientes proporciones: 

po:;s' 
be: s = ps' ; x, luego be = ___:_ 

X 

r,s'y 
ac:y = p5':x, luego ac=--· 

X 

Ld. semejanza de los triángulos C n D i jJa. da: 

f . . ' 1 f r~z . d b a . z = p;;. x, uego a = -, a ern(ls se o serva que· 
X 

1 ' 

df = be= r"" i cf bd = 2 pi. 
X 

Sustituyendo t~~ to<; valores en las espresiones para ll)s volú

me nes de hts 5 barras, i teni<.: ndo presentt: que: 

2 ') ,, .... • 
y = x • + s ~ + ::: sxcosr l 

r.<!=x~ + !1'~ - :2s'xcosr, resulta : 



V 
_ mps 2 s'; 

t -
X 
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V, = 2mph; 
ll p t.;' 

v.= - ··- (x'2 +5 2 + ~sxcosr) 
X 

v. = np"(x z + ~' 3 - 2s'xcosr) 
X ' 

95 

Sum:lncl) estos vol ú nenes p:m::iale<>, para obtener d volúmcn 
total V del tnatcrial q ·. 1e ~ntra en la consl!'Uccion, r(.!sult:l : 

• ll ' IJ<;..;' 
V= -x-(s + s') + 2p:dx. + npx(s + s') 

n Jl""'( , + -·-- s + s ), i tom:-wdo en cuenta que s + s'=21, 
X 

resulta fi nalmente: 

El Vtllor m(nimo clt~ e•;c \ f.J n:.:ion de X, resultar.i igu;dando :l 

o la prim:::ra Jerivada. de la func[on 

~~' . 
''= -+x, es dec1r 
' X 

, s.:;' 
y= - -+ l =0, 

X 

x=n 
Llegamm: así a la s i :; 11Í ~ nte clc~<\11tc~: 

S u LtJCIO:--: .-- p,,,.t, rau i i '~ JÚr /, c m ryor tr:ono:nú poúble ru 

mtrlrn·.-c! l!ll d ti¡'; r> d,t ron ·lruuiou, n 'f>n:s u l-ulo e:l la Ji.::. J (ce) 
es Jrt"t:t~~ o dar a ~·.! b.rrra <xr/Ú:a/ CD m ue lo:l¡.,.lttd zi•ual a al 

111 ·dt',e /;ro/ 'urÚOtitd }< rJm!tric.¡ ,;JL!Ft:! los dvs .ie_ _;·w f nlv:; s t ' /. 

Como se v¿ , el n :sult:.:Llo tw put'dt: ser m.ls se ncillo i es de 

fác il construccion . 
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Este pmbl em~ en vuelve como caso partic,dar el contemplado 
en el probkma J; e n der to, con 

1 V.-·C onsiueraremos ahor:1 la construccion rep resentada ~n 

la fig. 4 (rt), uunde líi b:tiT::t CD \'a perpc::nd icul. tr a b vi~a incli

nacl .. l A.B i su puntn de <.trraníp te C div ide la vig<t en los dos 

seg nentos /\ e= S j BC = s'. 
L·t fi J. 4 (h) es d di:,~om · t d<! Cretn()JU cn.-res?onclicnte. · 

~it ndo la ,·erti<.<.l ab = p.l'. /:e i c:c rcsp. para!t.:b1.s a 1\C i t\ O; 
l"l =?pi, lut:go ad= ps ; l:.ts líneas cj i 1(( \~ :·111 n :~t ' · ¡:rar;ddils 

<~ las b;trras C D i 1'\C, lw .. ·gn if pt: rpt :nd icular é.! bt: i ft/ paxalda 

a be; la recta fl Ue unr. j con a debe ir p:trctl t.:la al purlt ;tf B D. 
Las distanci ,,s be i dj n~pr~·;en tan n:spen i v < tlll ~IHt; las compre

siones sufridas pnr bs OéUTi:\s AC i BC; 1 ~\ lnnj itud cf r:s la com
prt":->Íon ('11 l a barn_t ( IJ j J;¡s traccÍtHH::S que ¡\fi·c tall Jos punt,des 
A D i BD S<:! 111Í...l .: n n~s rectÍ\'<tmtl1t~ P' H" 1,'\s dist: ll1 c io~s rrc i a/. 

St·gun e~:to. i de:sig-n;mdo si<' mpn· [Hll- VI \' 2• \ 'J. V,. ·v,, los 
,·o~úm c nes tlt: Ja.s pie%as AC, C D. /\O, BC i B O, ten::mos: 

VJ = ms X IJC; v~ = !11 .'( X cf; vl = ny X ac; 

v~= m~' X d f¡ V ¡, = nz X af. 

En la fig . 4 (a) trc1za mos bs sigu ic·. n[(~s líne:ts rluxili;;r·es: por · 
el punto D u:1c \'! 'rtic::ll ha.sta su encucutrl) e n E cnn l<t línea 

A B; por l\ una P' rpcndic:ular r1 la línt'a :'\ B ha$[a su encuentro 

en F con la prolong;u:~i on del punwl nO. 

Es C1ci! \ '<.:•r r¡ut }os tri:\ngulc')S A DE i cab .son S~111ejan tcs; 

por cuu ~ iguienrt' fe Vt!l:inca lél pw pur":Í<Jn: 

bc:AE=ab:DE, ltu:~go 

b ps' X/\ E; 
.. - e= Dt.. pe~ó 
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AE 'C CE · L"l)-_ _ x • = /'\ - = s- xctgr 1 r:. , 
:>l.:ll( 

sustituyendo estos val0res de A E i D E se obtiene: 

be= p~'(s- XCt~r)"f' l1\" = P"''(~SPll r- XCCl~r) 
X X 

i como V,= ms x be, resulta: 

\
• rnps"::s'sr·nr , 
s= ··- - - mpss cosr. 

X 

97 

Tr.1zando en la fig. 4 (b) la rec ta b;- paralela a if. se ve que 

cf = ug = absenr = 2plsenr, luego ¡, 
/ 

V !=2mplxscnr. 

0~ la se1nejann de los mismos triángu~05 n:;mbrados se de· 

duce lct proporcion : 

ac : AD == <tb: DE, luego 

A D xab 
ac = l:.D , o sea 

pc;'vs€•nr 
ac = · ; por cons iguiente 

X 

Son semejantes t<unbicn los t riángulos E DB i daf, por consl

guiente: 

df:'BE =ad : DE df = H F.'~< rs 
.ul!. . 
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pero BE= OC+ CE= s' + xctgr, luf'go 

r~ ( "'' + xtg-r·)~t>nr p.ss'sen¡· df= = . - + pscosr 
X X 

i co111o V,= ms' x df, obtenemos: 

1•> 

V mpss ~ ~f>nr , .= + mpss cosr . . '{ 

n e la semejanza de los m•smos triángtdos anteriores se de

duct!: 

d:BD.=ad: DE, luego af=pszsenr 
. X 

por consiguiente: V.= nr~zz~~"nr = nn~~en r(x + 2~ '2) flnal-
x X 

mente: 

( s) 

S rnnnJn convenientemente !ns volúmenes parciales V1, V, .. 
. . V~. st~ ol>t iene paré:t pare: d volúm<::n total V la espn:~ ion si
guiente: 

V• mp"s'(,.+s')..:e. nr+ (·+ ·'-) - +npss'(s+s')sPnr = . - npx ~ s :,enr · 
X X 

+ '2mplx~enr. 

Teniendo presente que s+s' =2l, resulta: 

(m+ n)..,•/ . 
V = ~)s~nr[-~- +(m+ n).xJ 1 finalmente 

Este volúmen Wtal ab1nza su valor rnín¡mo, cuando 

X = ,.;~:;' 
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Resulté:l : min V= 41,¡ ~ss' (m+ n) senr. r 

De paso observ;;m:mos que en este caso los pun tales AD 
B O forma n un ángulo recto. 

Los probl(:mas I i II son c;.tsos paniculares de este. 

O!Jsel''i.lcuz!m: El métod0 ;~n; lítico rigoroso prc:scribe pl;1n tar 
i resolver lus prob!F.:nns b ·,jo J;¡ f \>L·ma nns jentral que puedan 

asl!mi r. Hemos pn~fcrído, sitl e:nl)argr), desviamr.>:. de esta re.

gla, tratand1) prim::ro lo; Cil'-iO:-i ¡nnicul.tres mas se i\alatlos i s¡~n-
' cillf>s. para devarn•)s gradualmente a la sol uciun jeneral dd 

problema. Para. adoptar est~ ttll1p~r<\Lnento no~ ha n guiado las 
siguientes razont!s: 

1.o Q :H:riamos evitar lle a-;ustar o confundir .al lector desde 

el princi [.)io con f0nn~L1a~ dem t"ia .lo co:n;JlicaJas; 

2.o Lus c'"1so;; ¡nrticulares admiten ta :nbit~n · soluciones parti· 

cu)¡¡rc::s, que no rluirian ele la. Stllu'.i~>n jt!neral , i si rven, sin em 
bJ.t·go, pa ra hacer r~s: drar rn :~jn,- la índ nl1~ esp~c ial de nuestro 

proct~Ll[ mient~. q:1e co:t.iz'.sü en u;t :~ com ~iwr.citm cO tl'I.'~JÚente de 

lcJs co .'t:itr~tccioJ;zes .. !{·r-.:~f,utd/icas c:nt d tii!c.>du aualtli'co, coronada 
J 1 J • como se Vt! ¡)or t: ex;w. 

3· 0 Las soluciones de los casos ¡;:uciculares conducen gradual 

i naturalmt:nte a la solucion jeneral, de suerte fJlle esta tíltima 

no aparece ex-abrupto-

4·0 En j eneral , s0:1105 d e opin inn que. d autc>1· d e alguna idea 

o pro:.e.i ím!ento 11:.1evos dcb~ co:n :.micar su ue!:icu l>ríll1iento se~ 

gw1 el órJ~~1 i confonne a las fc..L '.:~:> de l 1.ksarro1lo quf! hay<u1 

tcn iJJ en su ei;plri tu, pues ;-tsÍ put~d ( ~ es ¡.) (~ rar th~ ~Pr comprendidD 

m~ j or. 
.Por tC"das ~stas r~1zo n es , solo al ú!timo pasamos a ~thorcLtr la 

cuestion qut! nos ocupa, bajo su aspecto mas jc~ne ral: 

V. En la figur~ 5 Ul) l··l p<danc:t d e rduerzC) e D forma con. la 

viga inclinada AB un ángulo cualqltÍera q. 
L;, f1gura 5 (b) d~ rnu{~~lra el diagrama de Cremona corres~ . 
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pondiente, construido segun lus mismos princi pios YM. algunas 
veces desarroll<idos. 'L as rec tas cf i a( v<w respec Li van1en te pa 

ralelas a C O i B D. Como l íw~a-; auxiliares trazamo<> p:)r O la 
vertic<J O E i pcr A una p.t ra.lel~t. a la pa l ulca C D. hasta que 
encuentre la prolongacion de 13 D en el punto F. Es f;.ici l ver 

que <:CDE = r-q: 
De la semejanza de los triingulos A E D i e b a se dedtlce la 

proporc1on: 

1 ps' x AE 
be: AE o::: ab : DE. uego be:-: . U~ 

Por otra parte : A E = AC+CE, i e n el tri <i. ng ulo CDE se 
verifica la proporcion: 

CE: C D """ sen (r·-q): scnr, 1 CE x~rn ( r-q ). 11ego ~ 1 
~CIIl' 

AE xsen(r -q) d 1 . . , l 1 d = s + - --------'- ; e nHstno tnangu o resu ta a emas: senr 

CD X~PT1CJ DE : = senq: senr, luego DE=--
senr 

Sustituyendo estos valores de A E i O E , resulta: 

ps'( s + ~:en(r- <1)) senr'. -
l scnr p · . >C = or cons1gtuen te : 

xs.~ng 

V l 111 p!;s' ()-;senr+ xsen {r -q)} fi 1 t =msx >C=- · 1 na mente : 
· xsenq 

Tr;)zando.en la figura -s-(b) por·d uña para\ela a la rec tafcJ 

hasta que encuentre t~ be en g, se vé que dg = cf En el lrián
gulo ódg se verifica la prnporcion: 
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dg: bd = senr: senq, 1 . s . 2pl senr 
uego ug=d= " 

senq 

(") \ i _ f-2111plxsenr 
s. ,- mx x e--- .. ----·. 

scnq 

La semejanza de lo!:i tnismos triár.gulos anterimes nos da esta 

otra proporcwn: 
1 )s'y se m . -

ac: y=ab: DE, luego ac= ; p()t· cons1gtHente: 
xsenq 

V nps' y,senr ups' se nr 1 ~ 
2 

) 
a- ~ ,x+s +' SXC()sq, O 

xsenq x~enq _ 

(3) V
3
_nps'x S<'lll' + npc;'s' .senr + 2n~ss' senr Cl)sq_ 

senq xsenq • senq 

Son semejantes tambien los triángulos DEB i ac{j; de aquí: 

BE=BC-CE=s'-~(r-q); por cousiguiente: 
seur 

df-ps[ s'senr -xscn (r- q)J. i como V ,=msl x df 
x.senq ' 

resulta: 

12 1 ( ' ) v i_mpss _~en r - mpss sen t - ·q . 
xscnq senq 

De la semejanza de 1 os mismos tri ángulos fluye esta otra 

proporcton: 

f . 1 o li luego ar·-pszsenr. _lue"'g··o· a :z=ac: ¡_;, , 
xsenq 

·, ¡ r npsz 2 senr nns~enr ( 2 12 2 1 ) v ~=nz x a- . - · x +s - s xcosq , o 
xscnq x:senq . 
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(5) 

S umando estas f:~ ¡)rt~sione~ an : díricn~ p<Lm los vcJllÍ :nenes de 
lac; cillCO piezas componentes de la construccion. rc5ulta el vo
lúmen total 

V=-m-'¡_)~_,s-'' ( s + s' )_s_t n_r + 1--'1 ~'-)s_·s_'('-s_+_._"'-'-)s_e_. n_r 
XSellq X~enq 

+
nnx(s+s')5enr+2molxs'-'n r . + , .,1 .....:-r --'----'-- _ • ¡ t como s s =:.. : 

Sr..! J1t¡ SCIIq 

El va lor mínimo el~ es ta funcion resulta. de nue ro para 

x= ...¡;;;:, i sF. obtiene: 

. \ ' 4pl(m + n ) ,.J~s· ~~nr 
111111 . - . 

. ~cnq 

Cuando la paJ;¡nca e D V:=! p~rpendicu lar a la vig:l A B, tf'ne

mns q = 90'), lutgo senq =l. i rnín. V= 4t/(lll + n( ,./s':;' senr, lo 
q:.1t=> e:-.tá confe) rll1:~ con d resultado del problema anterio r. 

El caso del prohlenu 11 f resulta cuando q=r. 

Cuando d ángtrlu g es dif,:r~nte de 90°, es d<~.cí r, curen do la 
p1lanca C U e.'i o!..>ltcua con n~specto a l;t viga A B. el valor de 
senq C-!.5 una frctcc íon propia ( < 1 ). i como se.nq <1.pa.rt=ce en d 
d ::nominador, se deduce que en es te caso m in V. aumenta; p. e. 

para q = 30o, seria senq = 1{, lu::-go min V. se duplicMia, 
En restí men ]leg-a:nos a la s iguí~n te conclu!:ion, tan intere

sante i sorprendente te0ricamen te, conD i111porwnw i títil en la 

práctica. : 
Conclusirm je1zeral; CUM\D O SE TRATA DE REFORZAR l.: N A VIGA 

(tNCLINAD.-\ O HOR IZO~TAL)¡ AI'OY.'\DA EX SUS ESTRE~ IO~, EX CUAL-
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QU I ERA DE SUS PU:-lTOS, ro :z !VIEflfO Dr:: U;.JA PAL,\::'\CA, CüY0 OTI\0 

f,S'f RE:\10 ES SOSTE~ IDO l'LlR DOS PUC\ T ALES QUE AI~RANCA~ DE !.OS 

"Pl:KTOS OE APOYO DE LA Vil) ,\, LA I::CONO~d.\ RACIO:-l AT. PRESCI{!BE 

E :'\ ·roo) C.\S) DCSP >~1~ 1{ E . ..; fA P.-\L.\;.óCA l'f:: I{PI~:-.'()CCULA RMI!:NTC:: A 

I..\ VIG.\, 1 D.\ R Lr: U~.-\ U):-ljlT UO IGU.\.L AL:\ M Ef11A PROI:'ORCIO~AL 

J E.O.Yt~TI~ I C :\ E¡..;TI\.l': LflS SF.mtl': i\T OS DE LA VlGA. 

Cwr..ndu COiL ;'ÜÚon(?S p:tdicttlares de la conslrucciou. e~r:tjt!n qtte 

la pa!1wm de. refuerzo .'3;!!~ ·~'t!rtJ'cat o forme t lll áng·nlo dt!termi-

1t.ado co;t 1(~ ''-'i"·(r,, co,wie:te s/¡;m.?rc, bai'o elpu¡z/.o de vista econó~ 
. --, t :¡ 

mico, dttrle /,r, !cmjitutl esjrt'sada. 
5Lrp~H i c ion fu n da,n -~n tcd es. que to:I<)S los nulos. en que con

c~rran d-:n o nns b:t rras, est¿n provisus de a t·ticulctci >ne;, i la 
mi"m L viga AB se co.np:)il(f~ de J~s partes (s ::gm::!ntos) in..le

pendit!nles i unidos en el n udo C. 
Se corn¡.m~n.le ya qu~ nw:stro anális is económico pued~ es

te nderse a todns los si$tem;l.S de Garrt.l.s dete rminad os estáticrt

mente, (en jeneral tri t~ngulare!)), lo C)lle élbre un horizonce in
menso a nu~s tras investig:tcinnes. -.'\1 final ck no estro articulo 

an terior habia:nos opinado qm~ est:ts podian CO!lducir a resulta

do~ provc:chos(JS par;.t la práctica. E 'ita e <;pf!ranz:l ~f: h a realizado 

en parte pM d presf~ nte Lrab,Jjo i n~-.s senti111 u~ an i lllados p::tra 

avanz;~ r mas en h e!->pltm-tcíon dt esce ten·eno nuevo, que ya se 

tmtestra mas d,:s¡J t:jado. 1::: n una série d e a rtículos posterÍ•)res 

public:-trenws los resultados. 

Antes de r.on cluir. c:l autor se per mite observ r1. r, gue los cril
culos son orijina!es i los reml!adus obünidvs rmleramwte 1mevos. 

Sr.lntiago, NO\riembre de 1895· 

J UI.TO PFLÜGEK 

Pro(o:sor de Matemáti.::as. 
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